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XVI. BAND FUNFTES HEFT 1950 


Zur Berechnung der Auftriebscharakteristik eines Profils 
: im Gitterverband'. 


Von V. Lieblein +. 


1. Einleitung. Bei der Untersuchung von Profilgittern interessiert die Frage nach der An- 
derung des Auftriebs beim Ubergang vom Einzelprofil zum Gitterprofil. Streckenprofile, sowie 
Skelettprofile mit kleiner Wélbung und kleinem S-Schlag wurden bereits mehrfach theoretisch 
untersucht”, der Einflu8 der endlichen Dicke der Profile meines Wissens jedoch nur von Pisto- 
lesi® beriicksichtigt. In seiner Arbeit zeigt dieser, da® die Zirkulation J’ um eine Schaufel im 
Gitterverband nicht nur von der Form des Skeletts, sondern auch von der Dicke des Profils ab- 
hangt (Gleichung (65) der zitierten Arbeit). Praktischen Berechnungen ist diese Gleichung aber 


noch nicht zuganglich; auch haben die von Pistolesi verwandten Profile den Hinterkantenwinkel 
Null. Im folgenden wird unter Zu- 


grundelegung der von Pistolesi ge- 
gcbenen Ansatze der EinfluBe der Git- 
terstellung auf den Auftrieb eines Pro- 
fils mit endlicher Dicke und einem von 
Null verschiedenen Hinterkantenwin- 
kel naherungsweise berechnet?+. 


2. Die Gleichungen fiir die Zirku- 
lationskoeffizienten. Wie betrachten 
ein gestaffeltes Profilgitter (Teilung ¢, 
Staffelungswinkel® 6, Lange der Pro- 
filsehne 2 1), dessen Profile kleine Wél- 
bung, kleine Dicke und einen kleinen Hinterkantenwinkel haben sollen (Abb. 1). Wir denken 
uns die Profile durch eine komplexe Singularitaétenverteilung y (x), die wir in erster Naherung 
auf der Profilsehne anbringen, und die einer in Richtung der + x-Achse flieBenden Strémung mit 
der Geschwindigkeit w,, tiberlagert wird, erzeugt. Der Realteil von y(x) stelle eine Wirbel- 
verteilung, der Imagindrteil eine Quellenverteilung dar. Die x-Achse unseres Koordinaten- 
systems soll mit der Sehne des nullten Profils zusammenfallen, der Ursprung mége im Mittel- 
punkt der Sehne dieses Profils liegen. Die positive Richtung der x-Achse weise nach rechts, die 
der y-Achse senk- recht dazu nach unten. Der Ort der Hinterkante des nullten Profils sei «—-l. 

Das von der Verteilung y(x) induzierte Geschwindigkeitsfeld auf der x-Achse ist 


ph 
B _ ip 
w= — : fre tg a dx*. (1) 


—l 


Abb. 1. Gestaffeltes Profilgitter mit Erlauterung der Bezeichnungen. 


1 Der Verfasser wurde am 6. Mai 1945 als Sudetendeutscher bei Unruhen in Prag erschossen. Die Arbeit 
ist waihrend des Krieges im AnschluB an eine Arbeit von Pistolesi entstanden, Eine weitere Arbeit von Pisto- 
lesi und Toniolo (Aerotechnica Bd. 18, 1938), die ganz ahnliche Uberlegungen wie die des Verfassers enthilt, 
war ihm offenbar nicht bekannt geworden. Trotzdem schien es der Schriftleitung angebracht, die Arbeit von 
Lieblein zu veréffentlichen, da sie durch eine etwas andere Wahl der Parameter und andere Darstellung sich 
besser an die in Deutschland tiblichen Bezeichnungen und praktischen Bediirfnisse anpaBt und die verwandte 
italienische Arbeit auch nur schwer zuginglich ist. 

2 F. Weinig, Die Strémung um die Schaufeln von Turbomaschinen. Leipzig 1935; M. Schilhansl, Jb. Wiss. 
Ges. Luftf. 1927, $. 151; E. Weinel, Ing.-Arch. 5 (1934), 5. 91; G. Klingemann, Ing.-Arch. 11 (1940), 5. 151; 
F. Numachi, Proc. World Engineering Congr. Tokio 1929 (Tokio 1931). 

3 KE. Pistolesi, Aerotecnica 17 (1937). 

4 Fir die gewissenhafte Durchfithrung der umfangreichen numerischen Rechnungen méchte ieh 
Frau E. Correll herzlichst danken. 


5 Esist auch iiblich, statt f den Komplementiarwinkel §’ = 5 — f als Staffelungswinkel zu definieren. 


20 
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Nach Pistolesi fihren wir folgende Substitutionen (mit komplexem y) durch: 
al ig 9 
, A= %g (ei) =Igr. (2) 


Damit wird aus (1) 
ae & /k)\ LA? C08 7 cos p* sin p* xe 3 
aoe ae (p )) cos p* — cos p ay er : (3) 
f 
Es ist naheliegend, y als Funktion des komplexen Winkels ~ in eine Reihe (mit komplexen a;) 
zu entwickeln, die formal mit der Birnbaumschen? iibereinsiummt: 


» (x()) = wa (aers $+ 3 a sin ng) = yo-+ 3 (4) 


Die von den einzelnen y, erzeugten Geschwindigkeiten auf der «-Achse erhalten wir bereits mittels 
(3): es ist 


i — Weo'5? Coj Tes 
ta, 
Wn = Woo —y 008 n@ (n ungerade) , (5) 


Wy = — Woo = (— cosngy-+ Bq (x) (n gerade). 
+1 
Die komplexe Gesamtzirkulation ia Vk setzt sich aus den Anteilen 
ay 


T= wete* a, Sinr, 


[== tema a iG | (n ungerade) , (6) 
erat) (n gerade) 
additiv zusammen. Somit ist 
ies water (ay Ginr-+ Sa, gq ee (7) 


(Der Strich bedeutet, da nur iiber die ungeraden Zeiger summiert wird). 
Da die Profile geschlossen sein sollen, mu die Gesamtquellstarke, d. h. der Lmaginarteil von 
I Null sein: 


Sm faye"? Sin + Si age Ey G} rhs (8) 


2 


‘Bei praktischen Berechnungen werden wir uns wie Pistolesi auf die ersten drei Glieder der 
os (4) beschranken. Die von diesen Gliedern auf der «-Achse induzierten Vertikalgeschwindig- 
eiten sind 


v5 = Re {ay Cof rt, 


w 
hes = a Re {a, cos yp}, (5’) 


W oo 


= > Re | aco 29+ Fa Fi 


und 


v=v+47,+ v,. 
Die Gleichung (8) lautet jetzt ; j 


om lage ® Sinr + a,e-? Tq a == 05 (8) 


Wir stellen den Zusammenhang zwischen den noch unbekannten Koeffizienten ay, a,, a (sechs 
Unbekannte, da die a, komplex sind) und geeignet gewahlten Formparametern des Profils her. 


1 W. Birnbaum, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923), S. 290. 
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Es sei On» Xy> Xp, die Neigung der Skel ) i 
Wore g der elett-Tangente in den Punkten x — — re eee =e) 
(Abb. 2) dann folgt aus der kinematischen Randbedingung ‘ Saat 


Ss ee a 
wef, om ftir 0s 3a) 


(9) 
(hotter BS) | 


Durch leichte Rechnungen findet man aus diesen Gleichungen 


Op —ay = Refa,}, 
a = 

ay — A = Re {ay}, | (10) 
Or +o 

Sa a AG eas all tT 0 yf mene | 

Mar <9 ee ae ye) } 


wenn wir wieder A= TZqr setzen. 


/ . 
Um (8’) zu vereinfachen, machen wir fiir Ay, 44, 4, wie Pistolesi folgenden Ansatz: 


Sinr 


tp = (4 tie? <1 == (4, + iB =”, | 


a, = (4, +7 B,)e* Ctg 5 = (4, + 1 B,)e# oe ? ey 


r 


2 ey, 
a= (4,+ iB)? Cig (5) = (4, + iByee(ER =A)’ 

Mit diesem Ansatz wird aus (8’) 
By + B,=0 (12) 


und aus (7) (bei Beschrankung auf die ersten 
zwei Glieder) 


P'=w,t(Ay+ A,). (13) 
Die Gleichungen (10) lauten jetzt 


B, Sm je (EVE) OM “ae ee 
4g Re |e? | — By Sm je? 11 4 Ay cos 8B — ysin B= ay + BON 


Um die sechs Unbekannten berechnen zu kénnen, miissen wir noch zwei weitere Gleichungen 
aufstellen, wobei wir die endliche Dicke des Profils beriicksichtigen werden. Es gilt in erster 


Naherung 


dy, yas i | . . | 
( 5 pa ( lige lias == sm | “0 ctg * ++ a, sin P+ 4, sin 2 Pc) > (15) 


XG eo x ei? | 
Vy —f (%) — ate Cos oe / 


ist. Als ersten Dickenparameter unseres Profils fiihren wir die Gré8e des Winkels an der Stelle 


wobei 


x= 0 ein: 


CO) = ge —— ltt ia ctg = + a, sin > + a, sin n} = Sm {a+ a,}. (16) 
Dies ist eine fiinfte Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannten A, bis B,. Durch Integration 


der Gleichung (15) kénnen wir noch eine sechste Gleichung gewinnen. Es ist 
20* 


eas . ° ° : veni -Archi 
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x 


=f 9@ ydé, (17) 


ant 


und wenn wir die Dicke im Punkte x= 0 mit d, bezeichnen und als zweiten Dickenparameter 
einfiihzen, stellt | 
dy= [ 0() dé (18) | 
eine sechste Gleichung dar. 


Wir berechnen das Integral in (18). Es ist mit Beriicksichtigung von (15) und der Substi- | 
tution (2) 


n/2 p ; 
; ay) ctg —+ asin p + a,sin29 | 
di Serio As 2 i dy 19 
ce Ou at) 1 — A? cos? Pes se (1) 
ss 
Setzen wir zur Abkizung 
m/2 
cos n@~p ats 90 
ja) = | eee ii ( )| 
0 | 
so wird | | 
1 A 3 : ; ‘ Cathe : i 
4 — gm) lay (jot A) + io — i) + $ h— is) (21) 
| 
wobei 
ee eee 
Jo 9 yl 72 
h=== a= 
Marae fest 
AVL—A V a (22) 


122 iv Cys 


ist. Fiihren wir fiir die a; die Ausdriicke (11) ein, so nimmt (21) folgende Gestalt an: 


(7) Ge = B, Me are tg ss + B, Ke ra =U Say) (fa are tg TET 4a 


1 : A 
-- Agr [7 are te al + Ayu) (1+ + yl to 72), (Asean ae ae =I (23) 


Gleichung (16) formen wir ebenfalls mit Hilfe von (11) u 


_ pm. lweVi—®| (ie 1+ V1 — A| mn leis VIA 
Oy = Bye je“ + By we je ALA dom yee A | a 
ye cae, | 


Aus den sechs Gleichungen (12), (14), (23), (24) kénnen wir die Zirkulationskoeffizienten A, bis 
B, berechnen. 


3. Beriicksichtigung des Hinterkantenwinkels. Wir fithren einen von Null verschiedenen | 
Hinterkantenwinkel ein, da bei den bisherigen Ansatzen der Hinterkantenwinkel 
Oy = Sr jay cts % + a, sina + aysin 2a = 0 
ist. Der Winkel, den die Profiltangenten an Ober- und Unterseite des Profils an der Stelle x —1 
einschlieBen, sei J, = —0. (Vorzeichen minus, da der Scheitel rechts liegt. ) Wir miissen eine 


zusatzliche Qucllas teres iiberlagern, die an der Stelle x = 1 (y= 2) den Winkel 0, liefert. 
Kine solche Verteilung ist der Imaginarteil von 


nye tO COS Y» (25) 
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wenn b*¥ = 10 ist. In der Tat ist dann J,, = —0. Dabei liefert y* keinen Beitrag zur Gesamt- 
zirkulation. 

Wir bestimmen das von der Verteilung (25) auf der x-Achse induzierte Geschwindigkeitsfeld. 
Nach (3) ist 


7% 


igi 2 mae 
i ots OSes (lat i y cos Ste ue en 
2 7 cos p* —cosg 1 —/A? cos? p* 
a {i} (26) 
bee OW x ( sing*cosy* | Asing*cosp* A sin * cos g* do* 
in 22k cos p* —cosp | 2 1—Acos g* 2 1-+/ cos y* 4 
0 
und daher 
Ow | F OAw . 4 ea 
Fa ot = 423 | ou a oe! 
w u iv 2 (1 cos y In og?) eae ( eu 73 aa ass 
oder 
Ow | dAw., J a ae AN 
£9 ue = Sa a ae | an 
v = omyl cos pn etg eh m\— +++ in j (27) 


Um die fiir die Gleichungen (14) nétigen eae zu gewinnen, bilden wir v*/w., an den 
Stellen p= 0, z/2,z. (Die induzierte Horizontalkomponente wird vernachlassigt.) Es kommt 


= (=) a ean Sas 
p=), 2/2, % 


ee OU at age, 28 
5 A Wh tig See Sea 28) 


Nee me ph 


d. h. ayy. Xy, Oy erhalten infolge von (25) den konstanten Zuwachs a* . 


4. Berechnung der Zirkulationskoeffizienten. Zur Berechnung der Zirkulationskoeffizienten 
liegt folgendes System vor: 


B+ B,=0, | 
4 f ipl | Fie low { ip if +yi1 ee 
- He | | By, om 7 alee ee NS ere 

per fit vie eee 


(64 
eds N 4 2o*=o,+20*, 


| 
Ay Ke |. = —B, om vei" = + A, cos Bb — B, sinB= ay 


2 A 
+ BR ele ae) lee y(A- tae Saree eas ' (29) 
gl + 4.8m | dee yi—2 72)’ (i— y1—A? are tg 


A 
mF) 


B, Re ei? ue a. B, Ke a ae | 
fil + asm FM _ 9, 


Es erscheint zunachst am einfachsten, Bj = B, = B,= 0 zusetzen. Dannist die erste Gleichung 
(29) befriedigt, die Zahl der Unbekannten erniedrigt sich auf drei, und wir haben zu Berechnung 
der Koeffizienten Aj, A,, A, das System 


Ay Re le a A, cos 8B = 0, + 2 a*, 


(30) 


aN 
rh 
= 
har} 
sa 
SS 
ers 
I 
R 
1 
ed 
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Man sieht leicht, daB a, ein MaB fiir die GroBe des Anstellwinkels, «, ein MaB fiir die Wélbung, | 
a, ein Mai fiir den S-Schlag darstellt. Durch das Nullsetzen der B,, wird den Profilen ein be- |. 
stimmter Winkel 9 und eine bestimmte Dicke dy vorgeschrieben, die Funktionen von z//t und 
B sind. Um iiber die Dickenparameter frei verfiigen zu kénnen, miissen wir B, und B, von Null 
verschieden voraussetzen. Wir beschranken uns zunachst auf Profile mit symmetrischer W6l- 
bungsverteilung, indem wir A,= B, = 0 setzen. Zur Berechnung der Unbekannten Ay, By, A,. 
B, dienen dann folgende Gleichungen: 


Ay Ke ei? _ — BSmet “A =o, +2a*, | 
oie +e yhoo ei a = as = Ms (31) 
mf ons | Rae 8) 
Wir setzen 
ei = pig, | 
(14 YIP) = pt in (32). 


il “ ripe ae a 3 
Fuser S yi—# == ip (Sued A 
Dann wird aus (31) 
A, p — Byq = 20", 
By G+ A\py= OX > (33) 


ae + me (AE 


Aus diesen Gleichungen berechnen wir Ap, A,. Es ist 


1 d 1 
Ay=— hl pyr y+ 2 pirat + ap, ™), | 

; ay 34) | 
Ay=—hlasoy+ 4s 20*+ (pr+ 9s)a—pa 2, | A 
D=— p,(rp+ sq) 


und gema (13) 
ioe Uh ty [lpr 1S) % + (Pur + NS) 2a* + (pr+ qs) & + (GPi =P) - (35) 


Im Hinblick auf die weiteren Rechnungen schreiben wir (35) in der Form 


P= wot |R, (0, + 20%) + Bo + = (36) 
mit 
j es Prt as ; 
*  pilrp + sq)” 
, 1 | 
k= —, 
; Pi Go 
eee qPi — PH | 
‘9 2b Pi Pers 4)y 
Mit (28) geht (36) iiber in 
P= wgnl (ot hye, ee = (38) 
wobei | 
Ceres 
Seas 3). | 


—qki=k, | 


gesetzt ist. 
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5. Vergleich der Auftriebsbeiwerte des Einzelprofils und Gitterprofils. Fithren wir den Grenz- 
iibergang t— co d. h. den Ubergang zum Einzelfliigel durch, so wird, wie man leicht einsieht, 
kya lk 2eek, = b= 0 
und 


je ACs vo (a4 + a = in ats it a (40) 


4 
Der Winkel a, hingt mit dem bk 
Wolbungsparameter unserer 29 
Profile zusammen: Es ist al 
t 


Xo if 4 
BER (41) 79 

wobei f die Pfeilhéhe des Ske- L 
letts bedeutet. Somit lautet ” 
die Formel fiir die Zirkulation 
um eine Schaufel im Gitter- = 77 no ils [ 
verband 


Te) — 2w. ni (hy oe bey 


ofeleg SA hy: ak (42) 


Aus (40) und (42) ergibt sich 
fiir den Auftriebsbeiwert des 
Einzelprofils und fiir den Auf- 
triebsbeiwert desselben Profils 
im Gitterverband bei gleichem 
Anstellwinkel 


CO aan(% 45), (43a) 
Co — 27 (ar 2 ees 
+241 H5). (aap) 


Wir setzen (43a) in (43b) ein 
und erhalten nach einigen Um- 
formungen 


Bek Con (a 


dy 
hy 7 ky) (44) 


mit 


k 
oat oe 
ai baked D 2 v7) AS 06 wiht ‘ia | 
( ) pf “90° 80 70 60 50 40 50 20 70 oa 
hy==2h,—k,, ky = =!. 
Abb. 3. Werte des EinfluSkoeffizienten k in Abhangigkeit von Staffelungswinkel /’ 
. . 1 
Aus der Formel (44) ersieht mit 7 — als Parameter. 


man, daB sich der Einflu8 der ie 
Gitterstellung in einer Anderung von dC,/da« auBert, die durch k dargestellt wird, und in einer 
Drehung der Nullauftriebsrichtung, dargestellt durch 


Ay = ++ Aw Ft Ap 8 4- Ad (46) 
mit 


ky kp key land 
Ape, ApS = Aas (47) 
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Es ist bemerkenswert, da zum Unterschied von der Theorie des Einzelfliigels der Dickenpara- 
meter bereits bei einer Theorie erster Ordnung in die Formel fiir den Auftriebsbeiwert eingeht. 
Die Werte der EinfluBkoeffizienten k, ky, kp, ky sind in den Tabellen 1 bis 4 angegeben. 
Die Abb. 3 bis 6 zeigen ihren Verlauf in Abhangigkeit von fp’ = 2/2 — fB mit al/t als Parameter. 
Die Koeffizienten k und ky 


bh; 

43 i sind bereits von Weinig und 

Schilhansl mit Hilfe der kon- 

HL gy formen Abbildung bzw. der 

Singularitatenmethode berech- 

02 ze L 1 net worden. Der Schilhansl- 

40 sche EinfluBkoeffizient ist eine 

Linearkombination aus k und 

98 ky. Wie man aus den Zahlen- 

at tafeln und Diagrammen er- 
ie sieht, kénnen ky und kygeinen | 

o4 in seiner Gré®enordnung nicht 

02 eg mehr zu vernachlassigenden 

a = EinfluB auf die GréBe des 

Auftriebs haben. 


6. Beriicksichtigung des 
S-Schlags. Um den S-Schlag 
zu beriicksichtigen, miissen 
wir das vollstandige System 
(29) lésen. Um die dabei auf- 
tretenden miihsamen und zeit- 
raubenden Rechnungen zu ver- 
meiden, machen wir fiir A, und 
B, den naheliegenden Nahe- 


rungsansatz 
A,=Asin B, B=) cos pe 
Setzen wir noch - 


ofl +Vi—Ry 
eo( 7] Jap 1p: 


-b2 


(1+ yl—a)’ 


LY, | wor A (49) 
A—J)1—A,arctg oe 
90° 80 a Se ak nr) 10 ee 
Abb. 4. Werte des EinfluBkoeffizienten k py, = 1, + US, ; 
; Tabelle 1. Werte von k. Tabelle 2. Werte von ky. 
al B B | — 
2 0° 20° | 40° 60° 80° 90° me al 20° | 40° 60° 80° 90° 
t 
0,0 1 1 1 1 1 1 0.0 0 0 0 0 0 0 
0,2 | 0,987 | 0,990 | 0,998 | 1,007 | 1,013 | 1,013 0,2 | 0,010} 0,007] 0.001 | —0,004 | —0,009 | —0,010 
0,4 10,950 | 0,960 | 0,989 | 1,026 | 1,053 | 1,057 0,4 | 0,037) 0,030) 0,010 | —0,017 | —0,041 | —0,044 
0,6 | 0,895 | 0,915 | 0,974 | 1,056 | 1,129 | 1,140 0,6 | 0,075| 0,065] 0,029 | —0,036 | —0,099 | —0,109 
0,7 | 0,864 | 0,887 | 0,959 | 1,073 | 1,189 | 1,203 0,7 10,097) 0,086) 0,044 | — 0,045 | 0,143 | —0,160 
0,8 | 0,830 | 0,857 | 0,944 | 1,094 | 1,259 | 1,287 0,8 | 0,120] 0,108/ 0,061 | —0,049 | —-0,199 | —0.229 
0,9 | 0,796 | 0,825 | 0,923 | 1,111 | 1,349 | 1,401 0,9 | 0,142} 0,128] 0,085 | —- 0,041 | —0,266 | —-0,325 
1,0 | 0,762 | 0,794 | 0,900 | 1,121 | 1,469 | 1,558 1,0 | 0,163) 0,156] 0,113 | —0,015 | —0,354 | —0,464 
iat 0,728 | 0,761 | 0,874 | 1,125 | 1,625 | 1,786 1,1 | 0,182) 0,177| 0,146 0,008 | —0.475 | —0,670 
1,2 | 0,695 | 0,729 | 0,846 | 1,116 | 1,820 | 2,141 1,2 | 0,200} 0,200} 0,186 0.055 | —0,632 | — 1,002 
1,3 0,663 0,697 | 0,816 | 1,091 | 2,053 |. 2,770 1,3 | 0,216] 0,221] 0,227 0,127 | —0,780 | —1,598 
1,4 | 0,633 | 0,666 | 0,782 | 1,055 | 2,174 | 4,149 1,4 | 0,231) 0,240] 0,264 0.279 | —0,748 | —2,946 
! 
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Tabelle 3. Werte von kp. Tabelle 4. Werte von ky. 

tae 0° 20° 40° 60 80° 90° 60 80 90 

4 
0,0 0 0 0 0 0 0 0.0 | 0 0 0 0 0 0 
0.2 | 0 | 0,003 | 0,004 | 0,004 | 0,002 | 0 0.2 | 0 | 0,003 | 0,004 | 0,004 | 0,001 | 0 
0.4 | 0 | 0,010 | 0,019 | 0,017 | 0,007 | 0 0.4 | 0 | 0,011 | 0,017 | 9,015 | 0,006 | 0 
0.6 | 0 | 0,023 | 0,042 | 0,044 | 0,020 | 0 0,6 0 | 0.022 | 0,036 | 0,036 | 0,016 | 0 
0,7 | 0 | 0,029 | 0,055 | 0,062 | 0,029 | 0 0.7 | 0 | 0,028 | 0,049 | 0,050 | 6,023 | 0 
0.8 | 6 | 0,034 | 0,068 | 0,085 | 0,044 | 0 0,8 | 0 | 0,035 | 0,062 | 0,067 | 0,031 | 0 
0.9 | 0 | 0,039 | 0,082 | 0,114 | 6,067 | 0 0,9 | 0 | 0,042 | 0,076 | 0,087 | 0,045 | 0 
1,0 0 | 0,044 10,095 | 0.144 | 0,100 | 0 1,0 | 0 | 0,049 | 0,092 | 0,110 | 0,062 | 0 
Iai! 0 | 0,049 | 0,108 | 0,176 | 0,172 | 0 tall 0 | 0.056 | 0,108 | 0,135 | 0,085 | 0 
iL 0 | 0,054 | 0,121 | 0,210 | 0,242 | 0 {bey 0 | 0,062 | 0,122 | 0.162 | 0,116 | 0 
153) 10 | 0,058 |05130 | 0241 10.312 0 3 0 | 0,068 | 0,136 | 0,188 | 0,162 | 0 
LAD OM OOO OS TaNOn2 On Osuic Oma O) 1,4 | 0 | 0.074 | 0,149 | 0.214 | 0.207 | 0 

so wird 


= Xs 
"py sin B — q, cos p 
und die vorletzte Gleichung von (29) lautet 
| , stg Brn dy\ (zl 
pitas Realist steht 5, — (4 OW 
In der Formel fiir [' tritt als Zusatzglied, welches den EinfluB der Gitterstellung auf den S- 
Schlag darstellt, 


i 


i sig B+ 
> p, tg B — gp 


Be 
auf. 


7. Zusammenfassung. Der Auftrieb eines gewolbten, dicken Profils mit von Null verschie- 
denem Hinterkantenwinkel in Gitterstellung wird mit Hilfe der Singularitaitenmethode berechnet 
und mit dem Auftrieb des Einzelprofils verglichen. Der Gittereinflu8 wird in Form von Koeffi- 
zienten dargestellt, die, von den speziellen Profilparametern unabhangig, nur Funktionen des 
Teilungsverhaltnisses und des Staffelungswinkels sind. Ein grundlegender Unterschied gegen- 
tiber der Theorie des Einzelprofils ist das Eingehen der Profildicke in eine lineare Theorie, wiesie 
hier vorliegt. 


Aus dem fritheren Institut fiir Motorenforschung der Luftfahrtforschungsanstalt Brawnschweig-Vélkenrode 
(Eingegangen am 19. August 1949.) 
Anschrift an Stelle des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. E. Schmidt, Braunschweig, Harzhurger StraBe 8a. 


| 
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Die Analogien zwischen elektrischen und mechanischen Schwingern. 


Von K. Klotter. 


1. Einleitung. Von Analogien oder ,,Gleichnissen*‘ macht man in der Physik gerne Gebrauch. 
Oft werden zwei physikalische Vorginge, selbst wenn sie sich in durchaus verschiedenen Gebieten 
abspielen, dennoch durch dieselben Gleichungen oder Differentialgleichungen beschrieben. Sie 
verlaufen dann ,,analog‘‘, Man kann demnach an einem zweiten Vorgang studieren, was man von 
einem ersten zu erfahren wiinscht. Besonders niitzlich werden solche Analogien, wenn auf einem 
der Gebiete eine einfache Versuchstechnik besteht. Nun ist die elektrische Versuchstechnik im 
allgemeinen wesentlich bequemer als die mechanische. Daher riihrt die Beliebtheit z. B. der me- 
chanisch-elektrischen Analogien. Es sei in diesem Zusammenhang etwa an die experimentelle 
Ermittlung der Lésung von Randwertaufgaben der Potentialtheorie erinnert, wo oft das me- 
chanische Problem auf ein elektrisches ,,abgebildet‘‘ und dieses dann experimentell gelost wird. 
Die Analogien brauchen aber nicht notwendig einen elektrischen Partner aufzuweisen. Auch 
zwischen rein mechanischen Vorgingen kénnen sie hergestellt werden. Ein Beispiel bietet das 
sog. ,,Seifenhautgleichnis‘‘, auf das L. Prandtl! aufmerksam gemacht hat. Es dient ebenfalls zur 
Lésung gewisser Randwertprobleme der Potentialtheorie, insbesondere der Verteilung der Span- 
nungen iiber den Querschnitt tordierter Stabe. 

Besonders weit ausgebaut sind, wie erwahnt, die mechanisch-elektrischen Analogien. Ihnen 
gelten auch die vorliegenden Betrachtungen. Sie sollen aber nicht an die oben erwahnten Rand- 
wertprobleme der Potentialtheorie anschlieBen, wo es sich um kontinuierliche Gebilde oder, an- 
ders ausgedriickt, um Systeme von unendlich vielen Freiheitsgraden handelt (deren Vorgange 
durch partielle Differentialgleichungen beschrieben werden); wir wollen uns vielmehr mit jenen 
Analogien befassen, die zwischen mechanischen und elektrischen Systemen von einem oder von 
mehreren, aber endlich vielen, Freiheitsgraden bestehen. 

Solche Analogien sind bisher untersucht worden von W. Héhnle? und F. A. Firestone. An 
jenen Stellen fehlt jedoch noch eine deutliche Abgrenzung des Bereichs, innerhalb dessen die ge- 
wiinschten Analogien aufgestellt werden kénnen; wir werden diese Abgrenzung hier angeben. 
Uberdies haben die entscheidenden Vorteile der von Firestone angegebenen Zuordnung noch 
keineswegs die ihnen gebiihrende Beachtung gefunden, wie neuere Veréffentlichungen* erkennen 
lassen. Wir werden diese Vorteile, in geeigneter Schreib- und Bezeichnungsweise, deutlich zu 
machen versuchen®. 


2. Die Abgrenzung der Analogien. Auf der elektrischen Seite werden die Gebilde von endlich 
vielen Freiheitsgraden dargestellt durch (unverzweigte oder verzweigte) Stromkreise, oder anders 
ausgedriickt, durch Netzwerke (Schaltungen), Wir betrachten dabei nur die sog. ,,ebenen“‘ Netz- 
werke, d. s. solche. die sich in einer Ebene ohne Uberschneidungen darstellen lassen. Wir 
stellen uns zunichst die Aufgabe anzugeben, welche mechanischen Gebilde ihnen entsprechen. 

Ein erstes Kriterium dafiir, daB zwei Gebilde analog hei®en sollen, gaben wir oben schon an: 
Die Vorgange in beiden Gebilden werden durch dieselben Gleichungen oder Differential- 
gleichungen beschrieben. Wiirden wir nur dieses Kriterium allein verwenden, so ware die 
Mannigfaltigkeit der méglichen Zuordnungen auferordentlich groB und damit die Ubereinstim- 
mung im einzelnen recht gering. Wir fordern deshalb weiterhin noch, daB auch die Elemente des 
einen Gebildes (bei der elektrischen Schaltung z. B. die Spulen, Kondensatoren und Widerstande, 


1 [. Prandtl, Jber. Dtsch. Math.-Vereinig. 13 (1904), S. 31; s. auch Hdb. Phys. Bd. 6, S. 146. Berlin 
1928. 

2 W. Hihnle, Wiss. Veroffentl. aus dem Siemens-Konzern (1931), 5. 1. 

3 Ff, A. Firestone, J. Acoust. Soc. (1933), 5. 249. ' 

4 Vel. etwa das sonst so ausgezeichnete Werk von K. W. Wagner, Die Lehre von den Schwingungen und 
Wellen. Wiesbaden 1947. ; . 

5 Zusatz bei der Korrektur: In den amerikanischen Lehrbiichern iiber dieses Gebiet wird der Fire- 
stoneschen Zuordnung durchaus der Vorzug gegeben; siehe z. B. M. I’. Gardner u. J. L. Barnes, Tran- 
sients in Linear Systems, New York 1942, insbes. Kap. II, 5.19---92. Aber auch hier fehlt die Ab- 
grenzung der Méglichkeiten fiir die Zuordnung unter den in Ziff. 2 angegebenen Bedingungen. 
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die Spannungs- und Stromquellen) einzeln den Elementen des zweiten Gebildes entsprechen. | 
Durch diese Forderung werden die Gebilde der Mechanik, die elektrischen Schaltungen ent- | 


sprechen kénnen, weitgehend beschrankt: Es kommen nur mehr die sog. Ketten in Betracht. 
Dazu ein kurzes Wort der Erlauterung: Die mechanischen Gebilde von endlich vielen Frei- 
heitsgraden lassen sich in drei Klassen einteilen: 
1. den einfachen Schwinger und seine Verbande, die Ketten, 
2. den Punktkérper und seine Verbiande in der Ebene oder im Raum, 
3, den starren Kérper und seine Verbande in der Ebene oder im Raum. 


Ein einfacher Schwinger (ein System von einem Freiheitsgrad) besteht aus drei Elementen: | 


einem Punktkirper (Masse), der gezwungen ist, sich auf einer Linie zu bewegen, einer Feder und 
gegebenenfalls einem Dampfer. An die Stelle des Punktkérpers kann auch ein starrer Kérper 
treten, der sich nur um eine feste Achse drehen kann. An die Stelle der ihre Rickstellkrafte aus 


elastischen Gebilden (Federn) schépfenden Schwinger kénnen auch die quasielastischen Schwinger | 
(etwa die Pendel) treten. Eine Kette ist ein Verband solcher einfacher Schwinger; sie baut sich | 


aus denselben Elementen (Massen, Federn, Dampfern) auf wie der einfache Schwinger. 


Zu den mechanischen Schwingern der Klassen 2 und 3, dem in der Ebene oder im Raum be- | 


weglichen Punktkérper und seinen Verbanden oder dem starren Kérper und seinen Verbanden, 


gibt es — falls man die Forderung stellt, daB auch die Elemente der Gebilde sich entsprechen 
sollen — keine analoge elektrische Schaltung. Im Verlauf unserer Betrachtungen werden wir | 


aber erfahren, da® den Analogien noch engere als die bisher angegebenen Grenzen gezogen sind, 


und zwar derart, daB sich zwar zu jeder elastischen Kette eine elektrische Schaltung finden 1aBt, i 


keineswegs aber zu jeder elektrischen Schaltung eine mechanische elastische Kette. 


3. Die Zuordnung der Elemente. Die elektrischen Schaltungen enthalten als Elemente Spu- 
len (Induktivitaten L), Kondensatoren (Kapazitéten C) und Ohmsche Widerstande (Wi- 
derstande R) mit Spannungsquellen (u ) oder Stromquellen (i,). FlieBt durch die genannten 


Schaltelemente ein Strom 1, so tritt im Element ein Spannungsabfall u auf, fiir den der Reihe | 


nach gilt 
di 
Spule: ete pI | 
Widerstand: u= Ri, (la) 


Kondensator: u = 23 | OLR | 


Liegt umgekehrt an einem der drei Elemente eine Spannung u, so flieBt in ihm ein Strom i, fiir 


den gilt: 


Spule: Jane udt, 
; Z 1 
Widerstand: i= RU (1b) | 
: du 
Kondensator: i= C—. 
dt 


Die Gebilde auf der mechanischen Seite, die elastischen Ketten, enthalten als Elemente Fe- | 


dern (Federnachgiebigkeit h=1/ce mit [h]— LK-1!, gemessen etwa in em/kg), Dampfer 
(Dampfernachgiebigkeit d= 1/b mit [d]—LT-K-—, gemessen etwa in emsec—4/kg) und 
Punktkérper (Massen m mit [m]—= K/L T-2). 

In der Mechanik ist es iiblich, als Koordinaten, die einen Bewegungszustand kennzeichnen, die 
Ausschlage q (Langenausschlage oder Winkelausschlage) zu verwenden. Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen werden dann durch die zeitlichen Ableitungen dieser GréBen bezeichnet. Will 


man jedoch die Analogien zwischen den Vorgingen in mechanischen und elektrischen Gebilden | 


peta so empfiehlt es sich, als Koordinaten eines mechanischen Vorgangs nicht die Aus- 
schlage q selbst, sondern die ersten Ableitungen q, heranzuziehen. Die Beziehungen zwischen 


den Kraften und der Koordinate nehmen dann zwar etwas andere Formen an, als man sie benutzt. | 
wenn man rein mechanische Vorginge untersucht, die Analogien zu den Vorgangen in den cick 
trischen Gebilden treten jedoch um so deutlicher hervor. Mit gals Koordinate suchen wir nun | 
einen Zusammenhang herzustellen zwischen der Geschwindigkeitsdifferenz v an den Enden des | 
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Elementes und der das Element beanspruchenden (es durchflieBenden) Kraft p. Fiir Feder und 
Dampfer finden wir sofort 


dp 
Feder Vik a9 | 


Dampfer v= dp. 


(2a) 


Besondere Uberlegungen sind jedoch nétig hinsichtlich des Punktkérpers, der ,,Masse‘*. Wirkt 
auf einen Punktkérper mit der Masse m eine Kraft, so wird ihm eine Beschleunigung erteilt, die 
(wenn das Newtonsche Grundgesetz giiltig bleiben soll) gegen ein Inertialsystem gemessen 
werden mu. Damit man die unter Wirkung der Kraft erteilte Beschleunigung beim Punktkér- 
per ebenso messen kann, wie der Ausschlag bei der Feder oder die Geschwindigkeit beim Dampfer 
gemessen wurde, namlich zwischen zwei Punkten des Elementes selbst, mus der (ruhende oder 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegte) Bezugspunkt als Teil des Elementes (Schaltelementes) 
.,-Masse‘* betrachtet werden. Im Sinne der aufzustellenden Analogien besteht eine ,,Masse‘ also 
erstens aus dem Punktkérper selber, zweitens aus dem Bezugspunkt oder ,,Festpunkt“‘, gegen den 
die unter Wirkung einer Kraft erteilte Beschleunigung gemessen wird. Punktkérper und Fest- 
punkt zusammen bilden erst das Schaltelement ,,Masse“. 

Fiir die Beziehung zwischen der Geschwindigkeitsdifferenz an den ,,Enden‘: des Schaltele- 
mentes Masse und der das Element beanspruchenden Kraft gilt nun (Impulssatz) 


1 2! 
Masse va | pa (2a’) 
Die Umkehrungen der Gleichungen (2a) lauten 
Feder p=> fede. | 
, i (2b 
Dampfer Dao ie t (eb) 
Masse p= o : 


Man erkennt also eine vollkommene Analogie im Aufbau der Gleichungen (1) fiir die elektrischen 
und (2) fiir die mechanischen Elemente. Es entsprechen sich namlich 


Tabelle 1. 
a aa a All i i ie ee EP oh Eee 
| Elektrisch Mechanisch 
Oe I EE EEE 
Spannung oder Potentialdifferenz u v Geschwindigkeitsdifferenz zwischen 
Veranderliche zwischen den Enden des Elements den Enden des Elements 
Strom durch das Element i p Kraft durch das Element 
1 sae : 
Induktivitat he = Federnachgiebigkeit 
. yst 8 6B . . . 
pearcmete Ren Widerstand Rian ee a Dampfernachgiebigkeit 
Kapazitat C |m Masse 


Eine besondere Bemerkung verdient dabei die jeweils letzte Gleichung von (2a) und (2). 
Wahrend in den ersten beiden Gleichungen (2) die Geschwindigkeit v die Relativgeschwindigkeit 
an den Enden des betreffenden Elementes (Feder oder Dampfer) bezeichnet, gleichgiiltig, welchen 
Verlauf mit der Zeit ihre beiden Anteile aufweisen, ist die dritte Gleichung (2) nur dann richtig, 
wenn v die auf ein unbeschleunigt bewegtes Koordinatensystem bezogene Geschwindigkeit be- 
deutet. (Die Gleichung stellt dann die Newtonsche Grundgleichung dar.) Fiir die ihr analoge dritte 
Gleichung (1) gilt eine solche Einschrankung jedoch nicht. Die Spannungsdifferenz an einem Kon- 
densator kann gegen irgendein, auch verdnderliches, Potential gemessen werden. Will man. die 
Entsprechung also vollstandig machen, so darf man einer Masse der mechanischen Kette nicht 
einen Kondensator schlechthin zuordnen, man muf vielmehr einen Kondensator wahlen, dessen 
eine Platte ein konstantes Potential aufweist, kurz einen geerdeten Kondensator. Hieraus 
ergibt sich eine starke Beschrankung der Menge der elektrischen Schaltungen, denen auf der 
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mechanischen Seite Ketten zugeordnet werden kénnen: Nur wenn in der elektrischen Schaltung | 
alle Kondensatoren geerdet sind (oder sich zugleich erden lassen) findet sich eine mechanische 
Kette als entsprechendes Gebilde. 

Wihrend es also einerseits mechanische Gebilde (namlich die Punktkérper von mehr als einem 
Freiheitsgrad und die starren Kérper sowie deren ,,Verbinde‘‘) gibt, denen keine elektrischen 
Schaltungen entsprechen, gibt es andrerseits auch elektrische Schaltungen (namlich jene, deren 
Kondensatoren nicht alle zugleich ,,geerdet‘‘ werden kénnen), denen keine mechanischen Gebilde 
entsprechen. In schematischer Weise zeigt Tabelle 2 diese Tatsache an. 


Tabelle 2. 
Mechanische Gebilde 


Hibas (0 Ug i ee eee 
Punktkorper (mit | Starre Kérper (mit 
mehr als einem mehr als einem 
Freiheitsgrad) u. | Freiheitsgrad) u. 
ihre Verbande ihre Verbande 


Ketten 


Sonstige Schaltungen 
Sche té efter mit geerdeten 
wor ge Kondensatoren 


| Elektrische Schaltungen 


4. Die Zuordnung der Gebilde (Schaltungen). Wir kennen nun die einander entsprechenden | 
Elemente der mechanischen und elektrischen Gebilde (Schaltungen). Jetzt stellen wir uns die | 
Aufgabe, die einander entsprechenden, aus solchen Elementen aufge- 

Feder Dampfer Mass€ hauten Gebilde (Schaltungen) selbst zu finden. Mit anderen Wor- 
ten: Wir wollen Regeln angeben, nach denen man zu einem gegebenen 

und in bestimmter Weise erregten mechanischen Gebilde jenes elektrische 


Gebilde (jene Schaltung) auffindet, dessen Vorgainge durch dieselbe 
h a 


Differentialgleichung beschrieben werden wie die Vorginge des mechani- 

schen Gebildes. 
Wie aus der Tabelle 1 hervorgeht, entsprechen sich einerseits die 
Geschwindigkeitsdifferenz an den Enden des mechanitschen Elementes 
Abb. 1. Bilder der Schaltele. UBd die Spannungsdifferenz an den Enden des elektrischen Elementes, 
mente Feder, Dampfer, Masse. andererseits die durch das mechanische Element flieBende Kraft und 
der durch das elektrische Element flieSende Strom. Die mechanischen 
Gebilde kénnen also nach Art der elektrischen Stromkreise als mechanische ,,Kraftkreise‘, 
aufgefaBt werden. Schaltelemente des Kraftkreises sind dabei die drei Elemente Feder, Dampfer 
und Masse, die wir im Hinblick auf das zuvor iiber die Masse Gesagte in der in Abb. 1 gezeigten _ 
Art schematisch darstellen. Parallel liegen zwei mechanische (elektrische) Schaltelemente | 
dann, wenn ihre Enden dieselbe Geschwindigkeitsdifferenz (Potentialdifferenz) aufweisen, in 
Reihe liegen sie dann, wenn sie von derselben Kraft (demselben Strom) beansprucht (durch- | 
flossen) werden. 
In einer elektrischen Schaltung sind eine (oder mehrere) Spannungsquellen u,(t) oder | 
Stromquellen i,(t) enthalten, die den in der Schaltung ablaufenden Vorgang erregen. Dabei 
ist eine Spannungsquelle (Stromquelle) dadurch gekennzeichnet, daB sie eine bestimmte Span- | 
nung (einen bestimmten Strom) als Funktion der Zeit aufrecht erhalt, ohne da® die Riickwir- | 
kungen vom Kreis her imstande waren, diese Spannung (diesen Strom) zu beeinflussen. In ganz 
entsprechender Weise werden die Vorginge in den mechanischen Gebilden dadurch erregt, daB 
an einem Punkt des Gebildes eine Kraft po(t) angreift, die als Funktion der Zeit gegeben ist, oder | 
dadurch, da einem Punkt des Gebildes eine vorgegebene Geschwindigkeit v, (t) erteilt wird, ohne | 
daB die Riickwirkungen imstande waren, die Kraft py oder die Geschwindigkeit Vy Zu beeinflussen. | 
Im mechanischen Kraftkreis sprechen wir dann in Analogie zur Stromquelle von einer ,,Kraft-_ 
quelle** und analog zur Spannungsquelle von einer »Geschwindigkeitsquelle“. 
Wird einem Punkt des mechanischen Gebildes eine Kraft oder eine Geschwindigkeit auf- | 
gepragt, so liegt die Kraftquelle oder Geschwindigkeitsquelle zwischen dem Festpunkt und dem 


Angriffspunkt. Es ist aber auch méglich, da® eine solche Quelle zwischen zwei verschiedenen | 
Punkten eines Gebildes wirkt. 
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Ein Beispiel soll diese Auffassungen erlautern. Die Abb. 2a und 3a zeigen jeweils einen me- 
chanischen Schwinger ; der erste wird von einer an der Masse m angreifenden Kraft po(t) erregt, 
im zweiten wird der Masse eine vorgeschriebene Geschwindigkeit v,(t) erteilt. Die den Schwingern 
entsprechenden ,,mechanischen Schaltungen“ (auch ,,Kraftkreise“ genannt) zeigen die Abb. 2b 
und 3b. Von den Schaltelementen h, d, m liegt jeweils ein Ende am Festpunkt A, das zweite hat 
die Geschwindigkeit des Punktes B; sie liegen also parallel. Ebenso liegen die Quellen, sowohl 
die Kraftquelle wie die Geschwindigkeitsquelle, parallel zu den Schaltelementen zwischen den 
Punkten A und B. Die glatten Striche in den Schaltungen (Kraftkreisen) bedeuten jeweils ,,Lei- 


Abb.2. Mechanischer Schwinger mit ,,Krafterregung‘; 
a) Gebilde, b) mechanische Schaltung, c) analoge elektrische Schaltung. 


tungen fiir den KraftfluB*‘, so wie sie bei elektrischen Schaltungen Leitungen fiir den Strom be- 
zeichnen. Punkte, die im mechanischen Gebilde dieselbe Geschwindigkeit haben (also etwa durch 
starre Stangen verbunden sind), miissen im Schaltbild durch glatte Leitungen verbunden sein, 
(in der elektrischen Schaltung weisen sie dasselbe Potential auf, sie sind durch widerstandslose 
Leitungen verbunden). Zeichnet man mechanische Schaltbilder in der genannten Art, so verlangt 
die Umwandlung in die entsprechende elektrische Schaltung nur noch eine Anderung der Buch- 
staben und Symbole fiir die Elemente. Die Abb. 2c und 3c zeigen schlieBlich die entsprechenden 
elektrischen Schaltungen. 


Abb. 3. Mechanischer Schwinger mit ,,Geschwindigkeitserregung“; 


a) Gebilde, b) mechanische Schaltung, c) analoge elektvische Schaltung. 


Wir kontrollieren das Ergebnis durch Aufstellung der Bewegungsgleichungen: Die Bewe- 
gungsgleichung des mechanischen Gebildes Abb. 2a lautet, wenn die Geschwindigkeit v der Masse 
m (d.i. die Geschwindigkeit des jeweils nicht festgelegten Endes aller Elemente) als Koordinate 
dient, 

dv 1 1 
m+ —v-+-—-[vdt=py, 
die Differentialgleichung des Stromkreises 2c (Kirchhoffsches Gesetz) mit der Spannung u an 
den nicht geerdeten Enden aller Elemente als Koordinate lautet 
du 1 1 : 
a Re : ~fudt=iy. 
Man erkennt das vollkommene Entsprechen nach Tabelle 1. 

Wir geben noch einige weitere Beispiele fiir mechanische Schwinger, ihre Umwandlung in 
eine mechanische Schaltung und danach in die zugehdrige elektrische Schaltung. Abb 4a zeigt 
ein mechanisches Gebilde, das aus einer Masse m besteht, welche iiber zwei hintereinanderliegende 


Elemente, eine Feder und einen Dampfer, mit dem Aufhangepunkt verbunden ist, und an der 
eine Kraft p, angreift. Die ,,mechanische Schaltung“ zeigt Abb.4b. Sie kommt so zustande, dafi 
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man ,,das eine Ende der Masse m“ an den Festpunkt legt, wahrend das andere (die Masse selbst) 
dieselbe Geschwindigkeit hat, wie das Ende der hintereinander gelegten (von der gleichen Kraft 
s durchflossenen) Elemente Feder und Dam- 
pfer. Die Ubersetzung in die elektrische Schal- 
tung ergibt sich nun von selbst (Abb. 4c). 
SchlieBlich zeigt Abb. 5a eine aus drei Fe- 
dern hy, hy, hg und drei Massen m,, m,, m3 auf- | 
gebaute Kette, Abb. 5b zeigt die mechanische 
Schaltung: Die Geschwindigkeiten der Mas- 
sen werden alle gegen denselben Festpunkt | 
gemessen, die Geschwindigkeiten der Feder-. 
enden sind die Geschwindigkeiten der Massen. 
Weitere Beispiele zeigendie Abb. 6 und 7. Im 
«) Gebilde, b) mechanische Schalvung, «) analoge clektrisehe letzten tritt eine Geschwindigkeitsquelle auf: 
SEE ihr entspricht dann eine Spannungsquelle. 


a 
a 
i m | Po 
¥7) 
Dh O b Cc 


Fiir die Herstellung der mechanischen Schaltung (b) aus dem Bild der Anordnung (q) gilt also) 

die Regel: Man zeichne zuerst alle auftretenden Massen nebeneinander und ,,verbinde“ sie mit: 

= dem Festpunkt; dann fige 

man die iibrigenElemente (Fe-, 

der und Dampfer) und die) 

Quellenso hinzu, wie esdie Ge-: 

schwindigkeitsdifferenzen, die. 

an ihren Enden herrschen, ver-. 

langen. Anders ausgedriickt:; 

Ebenso wie die durch glatte> 

Striche (Leitungen) verbun-; 

denen Punkte eines Strom-) 

Abb. 5. Kette; a) Gebilde, b) mechanische Schaltung, ¢) analoge kreises dieselbe Spannung aut-' 

ple eon ae eee weisen, so weisen die durch 

glatte Striche verbundenen 

Punkte eines Kraftkreises glei- 

che Geschwindigkeiten aui., 

Die Elemente sind nun gema® diesen Geschwindigkeitsdifferenzen anzuordnen. Das ,,eine? 
Ende“ einer jeden Masse hat dabei stets die Geschwindigkeit Null. 


Bis hierher hatten wir stets! 
mechanische Gebilde vorgegeben| 
und die ihnen entsprechenden) 
elektrischen Schaltungen aufge-- 
sucht. Dieser Weg ist nach dem) 
Gesagten stets gangbar, wenn, 
das mechanische Gebilde eine: 
Kette ist. Zu jeder mechanischer) 
Kette, die aus einlaufigen Punkt-. 
kérpern oder Drehmassen, aus: 
, Dampfern und Federn aufgebaut| 
ist, und die dadurch angeregti 
wird, daB auf einen Punkt oder} 
mehrere Punkte eine vorgegebene: 
Kraft wirkt, oder dadurch, da’ 
einem oder mehreren Punkteni 
eine voigegebene Geschwindig-: 
Abb. 6. Verzweigte Kette; a) Gebilde, b) mechanische Schaltung, c) analoge elek- Fee CaN: EE guy re aed clei 

trischosScheliaune. trische Schaltung, deren Vorginge; 

(bei geeigneter Wahl der Koor- 

dinaten) durch dieselbe Differentialgleichung beschrieben werden wie die Bewegungen der} 
mechanischen Kette. Die elektrische Schaltung weist dabei die Besonderheit auf, daB alle vor-. 
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kommenden Kondensatoren mit einer Seite an derselben unveranderlichen Spannung, d.h. an 
emem als geerdet gedachten Punkt liegen. ; 

Will man umgekehrt die mechani- < 
schen Ketten aufsuchen, die vorgelegten 
elektrischen Schaltungen entsprechen, 
sO ist notwendig, daB die eine Seite 
aller Kondensatoren auf dem gleichen 
Potential liegt. Ist das der.Fall, so laBt 
sich eine entsprechende Kette finden, 
sonst nicht. Die Regel, wie man aus 
einem elektrischen Schaltbild (Strom- 
kreis) ein mechanisches  Schaltbild 
(Kraftkreis) und aus ihm die mechani- 
sche Anordnung findet, liegt nach allem 
Gesagten auf der Hand: Im elektrischen Schaltbild ersetzt man die Kondensatoren durch die 
Schaltelemente ,,Massen‘‘, die Spulen durch Federn, die Ohmschen Widerstinde durch Dampfer. 
- Das soentstehende Schaltbild schneidet man nun am Festpunkt auf, d. h. man list die >> Ver- 
_ bindungen“ aller Massen mit dem Festpunkt. So 
_erkennt man die Anordnung des Gebildes. ; ; 

Als Beispiel fiir die Umwandlung elektrischer ! 2 


| Schaltungen in mechanische Schwingerketten kénnen dees po ere ae OE 


| die schon angegebenen Abb. 2 bis 7 dienen, die nur 
_ riickwarts gelesen werden mégen. 

Dariiber hinaus wollen wir aber noch folgende 2 10 
_ Frage zu beantworten suchen: In Abb.8 sind l6ver- 


, 


_ schiedene ., Vierpole‘‘! gezeichnet, die als Bausteine 


elektrischer ,,Siebketten‘ Verwendung finden. Wir 16 =Var 
fragen nun: Welche dieser Vierpole (als Bausteine 3 tt 
einer langeren Kette aus gleichartigen Bestandteilen 

gedacht) lassen sich ins Mechanische iibersetzen ? 
| 
' 


Abb. 7. Schwinger mit >» FuBpunktserregung“; 
a m a) Gebilde, b) mechanische Schaltung, c) analoge 
elektrische Schaltung, 


Aus dem zuvor Gesagten wissen wir, daB nur 
solche Schaltungen ein mechanisches Gegenstiick 4 12 


haben, in denen sich alle vorhandenen Konden- | | se hi 


satoren gleichzeitig erden lassen. Eine Durchmuste- 


‘Tung der 16 Schaltungen ergibt, da®B nur die mit 1, 5 
und 6 bezeichneten die gestellteBedingung erfiillen; 8 
nur ihnen entsprechen mechanische, elastische Ket- 


'ten. In den Abb. 9 bis 11 sind in den Bildteilen 


a) jeweils zwei der angegebenen Vierpole zusammen- 
-gefiigt, in den Bildteilen b) ist die entsprechende me- 2 ° 
chanische Schaltung gezeichnet und in den Bildteilen § 14 


¢) ein zugehériges mechanisches Gebilde. Man iiber- | sienna J 


‘sieht nun leicht, wie die Bilder zu erweitern waren, 
wenn mehr als zwei Vierpole zu einer Kette zusam- ; 3 
‘mengefiigt wiirden. 7 15 ie 


Auf der mechanischen Seite kénnen aus den Schal- 
tungen in verschiedener Weise mechanische Systeme 
gebildet werden je nachdem, wie man die einlaufigen 
Schwinger wahlt. In Abb. 9c und c’ sind zwei Mig- 8 16 
lichkeiten angedeutet; im Fallec sind Massen ge» 
wahlt, die sich auf der Geraden G verschieben kén- 
nen und die durch Dehnfedern verbunden sind; im 
Falle c’ Drehmassen, die sich um die Achse A drehen und durch Torsionsfedern verbunden 
sind. In den Abb. lle und c’ sind zwei gleichwertige mechanische Anordnungen angedeutet. 
Die Biigel B bestehen aus starren Stangen. 


Abb. 8. Vierpole. 


+ Entnommen aus: K. Kiipfmiiller, Einfiihrung in die Theoretische Elektrotechnik, S. 274. Berlin 1941, 
21 
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Wiirde man die Vierpole der Abb. 8 nicht als Bausteine einer Kette sondern als selbstandige 
Schaltungen betrachten, so lieBen auch die mit 2, 3, 7, 8 bezeichneten eine Ubertragung ins Me- 


i) 
R ) 
Sigg ad 
Soy 
R 
aN + 
Rp rQ 
~ & 
; : : 
Sp 
iS ~ 
Ss > 
In 
hb ~ 
iS rs) 


77 


hz 


hy 


Ly 


_ 
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Elektrische Ketten (a), mit entsprechenden mechanischen Schaltungen (b) und Gebilden (c). 


Abb. 95 LO), 13. 


chanische zu. 


5. Zweite (widerstandsrezi- 
proke) Zuordnung von Elemen- 
ten und von Gebilden. Die Zu- 
ordnung von Verdanderlichen 
und Systemgréfen elektrischer 
und mechanischer Gebilde, die 
durch Tabelle 1 ausgedriickt 
wird, ist zweckmaBig des- 
halb, weil sie nicht nur eine 
Zuordnung der Elemente er- 
laubt, sondern auch bei der Zu- 
ordnung der gesamten Gebilde 
die Anordnung, die ,,Schal- 
tung‘‘ (ob ,,in Reihe‘‘ oder 
»parallel**) ungeadndert 1aBt. 
Die angegebene Zuordnung ist 
aber nicht die einzig mégliche. 
Stellt man nicht die Gleichun- 
gen(la) den Gleichungen (2a) 
und demgemaB (1b) den (2b) 
gegeniiber, sondern vielmehr 
(la) gegen(2b) und (1b) gegen 
(2a), so kommt man auf die 
Zuordnungen der Tabelle 3. 

Da sich nun die Verander- 


lichen (uw und v), die als Diffe-_ 


renzen an den Enden des 
Elementes auftreten, und jene, 
die im Element wirken (durch 


das Element fliefen), (pundz), 


nicht mehr gegenseitig, son-— 


dern ,,iiber Kreuz‘* entspre- 
chen, bleiben auch die Anord- 
nungen, d.h. die Schaltungen, 


nicht mehr dieselben. Aus Pa- | 
rallelschaltungen werden viel- | 


mehr Reihenschaltungen, aus 
Reihenschaltungen Parallel- 


schaltungen. Wegen dieses 


entscheidenden Nachteils ist 


die durch Tabelle 3 bezeichnete | 
Zuordnung unzweckmaBig, | 


wenn sie auch oft als die ,.na- 
tirlichere‘‘ angesehen wird, 


und zwar deshalb, weil sich. 


hier Spannung u und Kraft p 
entsprechen, die man als die 
,, Ursachen ‘der Vorgange emp- 
findet. (Zudem entsprechen 
sich dann auch der elektrische 
und der Dampfungs,,wider- 


Zuordnung jedoch als unzweckmabig erweist, gehen wir auf sie nicht weiter ein. 
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Tabelle 3. 
Elektrisch Mechanisch 
Spannung oder Potentialdifferenz u | P Kraft durch das Element 
Weranderliche zwischen den Enden des Elements 
Strom durch das ti ov Geschwindigkeitsdifferenz zwischen 
Element den Enden des Elements. 
Induktivitat nm Masse 
Systemgréfen Widerstand : 


Aas 


a b Dampfungswiderstand 

| Kapazitat h Federnachgiebigkeit 
Uberdies sei an dieser Stelle noch die (durchaus gelaufige) 
elektrische Schaltungen einander so zugeordnet werden kénnen, daf die sich in ihnen abspielen- 
den Vorginge jeweils durch Differentialgleichungen derselben Bauart beschrieben werden. Man 


gewinnt die Zuordnung dadurch, daB man die Beziehungen (1a) und (1b) einander gegenitiber- 
stellt. Es entsprechen sich dann die GréBen der Tabelle 4. 


Tatsache erwahnt, daB auch zwei 


Tabelle 4. 


eee 
Im elektrischen System 4 | 


Im elektrischen System B 


Veranderliche u t 

t u 

1G, oi A Go. 
SystemgréBen R 1/R 

C iL, 


Die durch Tabelle 4 ausgedriickte Zuordnung bezeichnet man als die der »,widerstandsrezi- 
proken‘‘ Schaltungen. Da aber auch fiir diese Zuordnung gilt, was fiir die durch Tabelle 3 aus- 
gedriickte gesagt wurde, daB namlich die als Differenzen zwischen den Enden eines Elementes 
gemessenen GréBen in die durch ein zweites Element flieBenden iibergehen, gehen auch hier die 
Schaltungen in der Weise ineinander iiber, daB aus einer Parallelschaltung eine Reihenschaltung 
wird und umgekehrt. ; 

Ebenso wie eine elektrische Schaltung durch Vertauschung der in Tabelle 4 angegebenen 
Veranderlichen und Schaltelemente in eine neue, zur ersten ,,widerstandsreziproke“ iibergeht, 
kénnen auch zwei mechanische Gebilde, die durch entsprechende Vertauschungen auseinander 
hervorgehen, als widerstandsreziproke bezeichnet werden. Zwei mechanische Systeme heiBen 
demgema widerstandsreziprok, wenn sie sich entsprechen wie in Tabelle 5. 


Tabelle 5. 
Im mechanischen System A | Im mechanischen System B 
Veranderliche v Pp 
P v 
h m 
SystemgréBen d Vd 6 
m h 


Als Beispiel zeigen wir das zu Abb. 2 widerstandsreziproke Gebilde; es wird durch Abb. 12 


angegeben. Zur Kontrolle diene die Bewegungsgleichung. Fiir 2a lautet sie mit der Koordinate v 
(Geschwindigkeit des Punktes B) 


. 1 i! 
mv 4 7° ~ [vdt= py; 


fiir 12a mit der Koordinate p (Kraft, die in allen Elementen wirkt) 


; 1 
hp+d-p+— [pdt=w. 
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Nimmt man eine Verwandlung von Reihenschaltung in Parallelschaltung und von Parallel- 
schaltung in Reihenschaltung in Kauf, so lassen sich weitere elektrische Schaltungen finden, 
denen mechanische Ketten entsprechen. Liegen zwar nicht in der urspriinglich gegebenen Schal- 
tung, aber in der zu ihr widerstandsreziproken, alle Kondensatoren mit einer Seite auf dem glei- 
chen Potential, so kann man zu dieser widerstandsreziproken Schaltung eine mechanische Kette 
aufsuchen; die in ihr sich abspielenden Vorgange entsprechen dann denen der urspriinglichen 
elektrischen Schaltung mit der Zuordnung nach Tabelle 3. 


6. Komplexe Widerstinde und Leitwerte. Bisher haben wir die mechanischen und elektrischen 
Schaltelemente und die Schaltungen selbst an Hand der durch (1) und (2) ausgedriickten Be- 
ziehungen einander zugeordnet, in denen die Augenblickswerte der Veranderlichen (i und u 
bzw. p und v) sowie ihre ersten Ableitungen und ersten Integrale auftreten. Falls man es mit 
periodischen Vorgangen zu tun hat (sie lassen sich in Harmonische entwickeln und wegen der 
Linearitat aller Bezichungen auch iiberlagern), so macht man mit Vorteil Gebrauch von den Be- 
griffen der komplexen Widerstande und komplexen Leitwerte fiir die elektrischen Schaltungen 
und den entsprechend gebauten Ausdriicken fiir die mechanischen Gebilde. 

So erhalt man, wenn Ul und & die komplexen Amplituden von Spannung und Strom nach 
= Nei 2 und i= Sei 2", ferner W und G die komplexen Widersténde und komplexen Leit- 
werte bedeuten, fiir die elektrischen Kreise 
L 


Veo mit B= 


Ce 
Bo he , = 1b 
oder 
= KS mit 6 = 124, 
i L 
SR: Se ene | 


und demgemaf fiir die mechanischen Gebilde, wenn 
Bund % die komplexen Amplituden von Geschwin- 
digkeit und Kraft nach » = Be*#* und p= Ber2s 
ferner Y% und © wieder die entsprechend gebauten 
Ausdriicke bezeichnen, | 


B= KW mt W—=—--, : 
yeas. 10k, 


| 


a 


Abb. 12. Zur Abb. 2 widerstandsreziproke Anordnungen, 
oder 
Cy ees iC cr ae (he a 1 = 
== Vi6 amit 1S, 7m: i ae Ss 


Fir die so definierten GréBen YS; und G;, sowohl die elektrischen als auch die mechanischen. 
eilt, daB fiir Reihenschaltung der Elemente sich die GréBen WW; addieren (WS — 2 YW;), fir Pa- 
rallelschaltung dagegen die Gréfen ©; (G = 2'&;). 

Wir wollen noch bemerken, daB die Bezeichnungen ,, Widerstande“ fiir die Y%; und ,,Leit-| 
werte“ fiir die ©;, auf die mechanischen Gebilde zweckmaBigerweise nicht tbertragen werden, 
da man sich sonst in Widerspruch setzt mit der tiblichen Auffassung, nach der ein Gebilde unter) 
Wirkung einer Kraft eine um so kleinere Geschwindigkeit erfahrt, je gréBer sein ,, Widerstand‘‘) 
ist. 


| 
| 
| 
| 
\ 


Als Beispiel betrachten wir nur den einfachen Fall des Systems von einem Freiheitsgrad nach 
Abb, 2. Fiir das mechanische Gebilde (Abb. 2a) kommt so | 


Y= WI mit Baz, S=b+i(Om— Ty). 


also 
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Wir diskutieren es noch etwas weiter. Fehlt der Dampfer, so wird b= 0 und 


also 


Fragt man nun nach jenem Widerstand oder Leitwert, der eine Geschwindigkeit % erlaubt, ohne 
daB eine Erregerkraft §8, vorhanden ist, so findet man, das YW — cw oder S = 0 sein muB. Diese 
Forderung liefert 


Omh=1 oder OC? = aly —(O- 
mh 
die bekannte Resonanzbedingung. 


7. Zusammenfassung. Nennt man zwei Gebilde dann analog, wenn die in ihnen sich abspie- 
lenden Vorgiange durch dieselben Gleichungen oder Differentialgleichungen beschrieben werden, 
und fordert man ferner, da8® sich die Elemente der Gebilde von endlich vielen Freiheitsgraden 
Stick fiir Stiick entsprechen sollen, so kann man auf der mechanischen Seite nur Ketten, auf der 
elektrischen Seite nur solche Schaltungen in Betracht ziehen, deren Kondensatoren sich (ent- 
weder unmittelbar oder in der widerstandsreziproken Schaltung) alle zugleich erden lassen. 

Von den beiden méglichen Zuordnungen der Elemente, wie sie durch die Tabellen 1 und 3 
angegeben werden, ist die zweite die iibliche und fast allein bekannt; sie ist aber unzweckmabig 
deshalb, weil fiir Gebilde mit mehr als einem Freiheitsgrad eine Reihenschaltung in eine Parallel- 
schaltung iibergeht und umgekehrt. Zweckmiabig ist die erste Zuordnung; sie 1aBt die Schaltungs- 
art ungeandert. 


(Eingegangen am 24, Oktober 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. K. Klotter, Karlsruhe-Riippurr, Hegaustr. 4. 
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Die zeichnerische Bestimmung der Schleppkurven. 


Von K. Hain. 


1. Allgemeines. Die itherragende Bedeutung der Schleppkurven in der Fahrzeugtechnik 
weist auf die Notwendigkeit hin, diese Kurven in Abhangigkeit von allen Bestimmungsgréfen 
auf einfache und doch geniigend genaue Weise darstellen zu kénnen. Bei den StraBenfahrzeugen 
itbt die Form der Schleppkurve ihren Hinflu® auf den Lauf des Fahrzeuganhangers hinter dem 
ziehenden Fahrzeug aus. Es ist hier erwiinscht, da® der gesamte Lastzug méglichst in der glei- 
chen Spur des vorderen Fahrzeuges lauft. Das Pendeln der Fahrzeuganhanger bei groBen Ge- 
schwindigkeiten ist ebenfalls in mittelbarem Sinne von den Schleppkurvenformen abhangig. 

Bei den landwirtschaftlichen Maschinen und Geraten mu8 noch die Eigensteuerung beriick- 
sichtigt werden; d.h. in bestimmten Fallen wird ein solches Gerat zwar gezogen, soll aber még- 
lichst unabhangig vom ziehenden Fahrzeug mit Hilfe einer Steuereinrichtung seinen Kurs ver- 
bessern kénnen. 

2. Allgemeine kinematische Betracbhtun- | 
gen. Bei denfolgenden Schleppkurvenunter- | 
suchungen wird die kinematische Betrach- | 
tungsweise in den Vordergrund gestellt, in- | 
dem die Deichsel als ein eben bewegtes 
System angesehen wird, von dem ein be- 
stimmter Punkt die Ursprungskurve und 
ein anderer Punkt die Schleppkurve be-_ 
schreibt. Nach Abb. 1 sollen zunachst die 
allgemeinen Grundlagen der ebenen Be- 
wegung gestreift werden. ' 


| 


Jede heliebige ebene Bewegung eines 
ebenen Systems laBt sich ersetzen durch 
Abb, 1. Allgemeine Bewegungsverhaltnisse beim Abrollen zweier Ce ee ae Roll pane oer oe 
Del hice Bolicasten: Polbahnen, aufeinander, von denen die eine. 

die Rastpolbahn, stillsteht und die andere. 

die Gangpolbahn, auf dieser ohne Gleiten abrollt. Ist in Abb. 1 die Gestalt der Rast- 
polbahn k, und der Gangpolbahn k, gegeben, so 1a8t sich miihelos die Bahnkurve a jedes be- 
liebigen Punktes K der Ebene der Gangpolbahn aufzeichnen, indem man gleichen Teilstiicken 
PoQ,, Q,Q.... der Rastpolbahn entsprechend gleiche Teilstiicke P,P,, P,P, ...der Gangpolbahn} 
ermittelt und die Punkte P,, Q,, P,, Q,...so miteinander zur Deckung bringt, daB in jeder Lage | 
die Normale n, der Rastpolbahn mit der Normalen n, der Gangpolbahn in die gleiche Richtung) 
fallt. Da ein gleitloses Abrollen der beiden Polkurven eine genaue Ubereinstimmung der Kurven- 
bogen=P,0, == P5250, 0, — P, P,... voraussetzt, ist es einleuchtend, daB diese Kurvenbégen, 
wenn sie mit dem Zirkel abgestochen werden, wegen einer guten Ubereinstimmung zwischen | 
Bogen und Sehne nicht zu gro8 zu wahlen sind. 


Wenn aber beispielsweise die Form der Gangpolbaha k, und die Bahnkurve a eines Punktes K/| 
der Gangpolbahn-Ebene gegeben sind, so kann man die Rastpolbahn k, auf folgende, bisher noch) 
nicht bekanntgegebene Art punktweise konstruieren. Man nimmt in Abb. 1 auf der Gangpolbahn. 
beliebige PunktesP) Pe: P, an, wobei fiir die einzelnen Punktentfernungen die Bogenlinge} 
mit der Sehnenlange in praktischen Grenzen iibereinstimmen mu8, und schlagt um den Aus- 
gangspunkt Py einen Kreishogen p, mit dem Halbmesser P,P,. Dann zeichnet man den berith-| 
renden Kreis g, an die gegebene Kurve a mit dem Halbmeser P,K und dem Mittelpunkt Q, auf 
dem Kreisbogen p,. Die Punkte Q, und Q, findet man auf den Kreisbégen um Q, und an Q | 
mit P,P, und P,P, als Halbmesser, indem man an die Kurve a die herirenden Kreise : 
und gq; mit den Halbmessern P,K und P,K und den Mittelpunkten Q, und Q; auf p, und A 
zeichnet. Fiir die Punkte Q, bis Q, gelten die gleichen MaBnahmen. Da die Uberemnsimeaa 


= 
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Fe Qe Py Po Py Pi = OO aide, Pg 010, fiir isimeliche. Kurvenstiicke herbeigefiithrt 
wird, ist auch das einwandfreie Abrollen der beiden Polkurven aufeinander gewahrleistet. Die 
Anfangslage P,K der Ebene der Gangpolbahn k, kann beliebig gewahlt werden, die Form der 
Rastpolbahn k, wird unabhangig von dieser Anfangslage immer die gleiche bleiben. Mit den 


beiden Polkurven ist nunmehr die Bewegung der zur Gangpolbahn gehérigen Ebene vollkommen 
darstellbar, 


3. Schleppkurven des einfach gefiihrten Rades. Bei der Anwendung der bisherigen Betrach- 
tungen auf die Konstruktion der Schleppkurve ergeben sich folgende Vereinfachungen. Da der 
Radpunkt S (Abb. 2) als Punkt der Deichsel J nur Bewegungen in Richtung der Radmittenebene 
vollfithren kann, jede Bewegung senkrecht dazu ausgeschlossen ist, mu die Deichsel in ihrem 
Punkt Simmer Tangente an die von dem Punkt S beschriebene Kurve sein. Der augenblickliche 
Drehpol einer bewegten Ebene, von welcher die Bahnkurven zweier Punkte gegeben sind, ergibt 
sich als der Schnittpunkt der beiden Bahnnormalen. Die beiden gegebenen Bahnkurven sind 
in unserem Falle die in Abb. 2 als Gerade gezeichnete Ursprungskurve a und die Schleppkurve s. 
Da aber die Normale der Schleppkurve mit der Deichsel Jimmer einen konstanten, beispielsweise 
rechten Winkel bildet, liegen simtliche augenblicklichen Drehpole relativ zur bewegten Deichsel 
auf einer Geraden, d.h. die Gangpolbahn als geometrischer Ort dieser Drehpole ist eine Gerade, 


welche mit der Radachse identisch ist. Diese Festetellungen kénnen ganz allgemein u. a. auch 
fiir Lenkanordnungen, bei denen 


der Kupplungspunkt nicht in der Ky 
Radebeneliegt, infolgendem Satz D 10, 
zusammengefaBt werden: a. \ Ps 


Wird ein Rad auf einer Roll- 
ebene sogeschleppt, daB die Rad- 
ebene stets senkrecht zur Roll- 
ebene bleibt, so geniigt fiir die 
Beschreibung der Bewegungendes 
Rades die Betrachtung der Be- 


wegung der — sich als Strecke 
von Raddurchmesserlange dar- 
stellenden — orthogonalen Pro- 


jektion der Radscheibe auf die 
Rollebene; und zwar bewegt sich 
diese Strecke soin der Rollebene, 
daB die Gangpolbahn eine zu ihr 
senkrechte Gerade, nimlich die 
Projektion der Radachse auf die 
Rollebene ist. Abb. 2. Entstehung der Schleppkurve s aus dem Abrollen der geradlinigen Gang- 
Bei der Konstruktion der polbahn t auf der Rastpolbahn kq. 

Schleppkurve sind gegeben die 

Ursprungskurve a, auf welcher der Kupplungspunkt K gefiihrt wird, und die Gangpolbahn als 
die Radachse. Zu ermitteln ist die Gestalt der Rastpolbahn und aus dem Abrollen der Gang- 
polbahn auf der Rastpolbahn die Bahnkurve des zur Ebene der Gangpolbahn gehérigen Punk- 
tes S, der auBerdem auf der Gangpolbahn selbst liegt. 

In Abb. 2 soll zunachst die Ursprungskurve a eine gerade Linie sein. Bei gegebener Deichsel- 
lange KS = list bei einer Anfangslage K,S, auch die Lage der Gangpolbahn t (kp) bzw. der Rad- 
achse bestimmt. Den Pol P, findet man als Schnittpunkt der Radachse t mit der Senkrechten 
in K, auf der Ursprungskurve a. Auf der Geraden t nimmt man beliebig eine Anzahl Punkte oe 
P,,... Ps; an und bringt die Kreisbégen mit K, als Mittelpunkt und Ke. K,P;, nis, +, Eels aus 
Halbmesser zu den Schnitten D,, D,,...D; mit der Senkrechten K,P,. Die Parallelen durch 
D,, D;...D;zuaschneiden die Kreisbigen py, py, pz, +--+ Psin den Punkten Qo, Qs. . .Q; der ae 
polbahn k,, wobei die Kreisbégen py, ps, . . . Ps jeweils mit den Halbmessern Py roto dope ises PAP s 
um den vorher gefundenen Q-Punkt als Mittelpunkt, also um Q, (= P,), Op rcilg seems 
werden. Nun kénnte man die Gangpolbahn t auf der punktweise ermittelten Rastpolbahn ky 
abrollen lassen und dabei die Schleppkurve s als Bahn des Punktes S,, der ein fester Punkt der 
Geraden t ist, bestimmen. Einfacher und genauer ist aber die Ermittlung der Schleppkurve s 
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als Hiillkurve der einzelnen Kriimmungskreise. Da der augenblickliche Pol immer Kriimmungs- 
mittelpunkt aller Punkte der Polbahntangente t ist, gilt fiir die Lage ,,1‘¢ der Punkt P,(Q,) als 
Kriimmungsmittelpunkt und P, S, als Halbmesser des Kriimmungskreises k,. An diesen schlieBen 
sich die Kriimmungskreise k,, k,,...k; an, die ihren Kriimmungsmittelpunkt in Q,, Q;,...Q, 
und die Halbmesser P,S,, P,S,,...P;S, haben. 

Wenn die Q-Punkte weit auBerhalb der Zeichenebene fallen, so bedeutet dies auch einen ent- 
sprechend groBen Kriimmungshalbmesser der Schleppkurve. Fiir diese Bereiche kann man den 
Kriimmungskreis mit guter Annaherung durch gerade Teilstiicke ersetzen. Man wird also, 
Abb. 2, um einen gerade noch zeichnerisch darstellbaren Q-Punkt, beispielsweise Q;, den Kriim- 
mungskreis k; mit dem zugehérigen Punkt K, festlegen und dann noch weitere beliebige Punkte 
K,, K,,... Kg auf a annehmen und die entsprechenden Punkte S,, S,,...S, als Schnittpunkte 
baw. der Geraden K;S;, KgS,,... Kg S,, also der Geraden mit dem jeweils um 1 kleineren Zeiger, 
mit den Kreisen vom Halbmesser rum die Punkte Ky, K,,...K,festlegen. Die Form der Schlepp- 

ae kurve s in diesem Bereich findet 
man dann als Hiillkurve aller 
Strecken KS. 

Eine stark vereinfachte Kon- 
struktion fiir beliebiger Urspungs- 
kurve ergibt sich, wenn man auf 


und Q-Punkte verzichtet. In Abb. 3 
ist eine Anfangslage K,S, ange- 
nommen, deren Pol P, sich ergibt 


mit der Normalen in K, an die 
Kurve a. Nun nimmt man wieder 
beliebige Punkte "PP ee 
auf tan, schlagt um P, mit P, P, 
als Halbmesser den Kreis p, und 
Sy : d 

punkt Q, des die Kurve a beriihren- 
den Kreises q, mit P, K, als Halb- 
Abb. 3. Schleppkurven- ™€SSer. Dann zeichnet man den 
konstruktion bei beliebig Kreisbogen p3 um Q, mit P, P, als 


BET ee i) Halbmesser ade bestinnt auf ps 

den Mittelpunkt Q, des die Kurve a 

Se berithrenden Kreises q,; mit P,K, 

aa ae als Halbmesser. In der gleichen 


Weise findet man dann die Punkte 
Q, usw. Die Schleppkurve s ergibt sich wie in Abb.2 als Umhiillende der Kriimmungskreise 
hy, ky, kz, kg, ... um Q;, Qo, Qs, Q,,... mit P,S,, P,S,, P, S,, P,S,,... als Halbmesser. 

4. Die Schleppkurven der Koppellenkung. Bei den Schleppkurven der Koppellenkung 1 gelten 
die gleichen Grundlagen wie bei dem einfach geschleppten Rad. Die Projektion des Radmitten- 
durchmessers fallt auch immer mit der Tangente an die beschriebene Schleppkurve zusammen, 
und die Projektion der Achse des Rades ist die Gangpolbahn. Als grundlegender Unterschied 
gilt nur die Verbindung des geschleppten Rades mit dem ziehenden Fahrzeug. Wahrend bei der 
einfachen Lenkung diese Verbindung aus einem einfachen Kupplungspunkt bestand, sind es 
bei der Koppellenkung zwei Anlenkpunkte, die an dem ziehenden Fahrzeug vorgesehen werden 
miissen. Es handelt sich dann also nicht mehr um die Beriicksichtigung der Ursprungskurve eines 
Punktes, sondern um die Ursprungsbewegung einer Ebene, dargestellt durch die Verbindungs- 
strecke der beiden Anlenkpunkte. 

Die zeichnerische Bestimmung der Schleppkurve ist auch bei der Koppellenkung unter Be- 
nutzung der Polbahntangente als Gangpolbahn moglich. In Abb. 4 sei angenommen, daf die 
Abmessungen CDEF der Koppellenkung gegeben sind und die Anlenkpunkte C und D auf ein- 


ander parallelen geradlinigen Ursprungskurven a, und a, gefiihrt werden. Den augenblicklichen 


1 Vgl. auch K. Hain, Landtechnik 4 (1949), S. 769. 


eine genaue Bestimmung der D- — 


sucht auf diesem Kreis den Mittel- — 


als Schnittpunkt der Radachse t 
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Pol P, findet man, wenn man vom Schnittpunkt R, der beiden Lenker CF, und D, E, das Lot 
auf a, bzw. a, fallt und dieses zum Schnitt mit der Radachse t bringt. Der Kriimmungskreis k, 
der Schleppkurve sim Punkte S, hat den Mittelpunkt P, und den Halbmesser P, S,. 

Man nimmt nun wieder auf t beliebige Punkte P,, P,,...an. Nunmehr la8t man aber C.D, 
feststehen und ermittelt punktweise die Koppelkurve yo des Punktes P, als Koppelpunkt der 
Koppel EF, Fim Gelenkviereck C,D,E,F,, wenn sich die Punkte FE, und F, auf den Kreishégen k, 
und ky um D, und C, bewegen. An die Koppelkurve y, zeichnet man die Tangente q, parallel zu 
a, bzw. a, und bringt diese zum Schnitt Q, mit dem Kreisbogen P,um P, und P,P, als Halb- 
messer. Der Kriimmungskreis k, der Schleppkurve s hat den Mittelpunkt Q, und den Halbmesser 
eons 

Mit dem Punkt P, der Polbahntangente t verfahrt man in der gleichen Weise, indem man 
seine Koppelkurve y; ermittelt und an diese die Tangente q, parallel zu a, und a, zeichnet. Die 
Tangente q3 schneidet den Kreisbogen p, um Q, mit P, P,als Halbmesser im Punkt Q;, dem Mittel- 
punkt des Kriimmungskreises k, mit P,S, als Halbmesser. Die 
Kriimmungskreise k,, k,, k,,... ergebenin der gleichen Weise 
wie bei dem einfach geschleppten Rad die Schleppkurve s als 
Hiullkurve. 
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Abb. 4, Schleppkurvenkonstruktion der Abb. 5, Schleppkurvenkonstruktion der Koppellenkung bei kreis- 
Koppellenkung bei geradliniger Ursprungs- formiger Ursprungskurye, 
kurve. 


In Abb. 5 soll die Schleppkurve einer Koppellenkung mit gekreuzten Lenkern ermittelt 
werden, wenn sich die Ebene A, B, C, D, des ziehenden Fahrzeuges um einen Punkt M dreht. Der 
augenblickliche Pol P, ergibt sich hier als Schnittpunkt der Polbahntangente t mit der Verbin- 
dungsstrecke MR,, wenn R, der Schnittpunkt der beiden Lenker C, F, und D, FE, ist. Der Kriim- 
mungskreis k, hat wie immer den Halbmesser P,S, und den Mittelpunkt P,. Von den auf der 
Polbahntangente t anzunehmenden P-Punkten soll beispielsweise der Punkt P, mit dem Punkt EF, 
zusammenfallen. Dies hat den Vorteil, dab bei feststehendem C,D, die Koppelkurve y, des Punk- 
tes P, der Kreishogen k, des Punktes E, um D,ist. An Stelle der Tangenten q,, q,...der Abb. 4 
treten in Abb. 5 die beriihrenden q-Kreise an die y-Koppelkurven um den Punkt M, so daB der 
beriihrende Kreis q, mit dem Beriihrungspunkt P* leicht gefunden wird durch den Schnitt von 
MD, mit dem Kreis k,, Der Mittelpunkt Q, des Kriimmungskreises k, mit dem Halbmesser 
P,P, ergibt sich als Schnittpunkt q, um M mit MP,’ als Halbmesser mit dem Kreis p, um P, 
mit P,P, als Halbmesser. Der Punkt P,auf t wurde wieder beliebig angenommen. Seine Koppel- 
kurve ist y,, und deren berithrender Kreis in P,’ um M schneidet den Kreis p; um Q, mit P,P; 
als Halbmesser im Mittelpunkt Q, des Kriimmungskreises k, mit P,S, als Halbmesser. In Abb.5 
ist die Koppellage E,’ F,’ mit dem Radpunkt S,’ eingezeichnet. Verdreht man S,’ um M bis zum 
Schnitt S, mit der Schleppkurve s, so muB der Winkel S’MS,, der die dem Punkt P, entsprechende 
Verdrehung der Fiithrungsebene 4,B,C,D, angibt, gleich dem Winkel P; MQ, sein. Als Punkt 
P, auf der Polbahntangente ¢ soll der Punkt S, angenommen werden. Die Schleppkurve bildet 
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in diesem Falle eine scharfe Spitze, die den Ubergang vom Schieben zum Ziehen bedeutet. Man || 
muB die Koppelkurve y, des Punktes P, und an diese um M den berithrenden Kreis q, zeichnen, ] 
der den Kreisbogen p, um P, mit P,P, als Halbmesser in dem der Rastpolbahn k, angehérigen | 
Spitzenpunkt Q, schneidet. Nimmt man den Punkt P,; mit By, zusammenfallend an, so ist die | 
Koppelkurve y, der Kreis ky des Punktes F, um C,. Die Verbindungsstrecke MC, schneidet kg | 
in P’, dem Berithrungspunkt des Kreises qg, um M mit dem Kreis ky. Der Kreis q, wiederum | 
schneidet den Kreis p,; um Q, mit P;S, als Halbmesser im Mittelpunkt des Kriimmungskreises 
k, mit P;S, als Halbmesser. 

Wird die Fithrungsebene A,B,C,D, nicht auf einem Kreis mit bekanntem Mittelpunkt, son- | 
dern irgendwie bewegt, so miissen an Stelle des Mittelpunktes M die Polbahnen der Bewegung — 
dieser Fithrungsebene ermittelt werden, und es ist dann jeweils die Bahnkurve in der Ebene | 
dieser Gangpolbahn zu suchen, die die entsprechende y-Koppelkurve beriihrt. Diesen umstand- | 
lichen Weg kann man aber vermeiden, wenn man die Ursprungsbewegung in Teildrehungen und 
gerade Teilverschiebungen aufteilt, fiir welche sich dann nach den Abb. 4 und 5 die Schlepp- 
kurven in der beschriebenen Art bestimmen lassen. | 

Mit Hilfe der Koppellenkungen la8t sich jede Bewegungsart verwirklichen. So kann z. B. 
erstmalig die Forderung erfilllt werden, bei gegebener Ursprungskurve und auBerdem bei vor- 
gegebener Form der Schleppkurve cine dazu notwendige Lenkung zu entwerfen. Da die an- 
gegebenen Untersuchungen einentie- 
feren Hinblick in die Zusammen-. 
hange bei der Bewegung des ge- 
fiihrten Rades geben kénnen, ist. 
eine Weiterentwicklung in diesem. 
Sinne méglich geworden. Im Rabh- 
men der vorliegenden Arbeit soll 
allerdings darauf nicht naher ein-) 
gegangen werden. Nur soviel kann 
noch erwahnt werden, daB eine rein 
rechnerische Behandlung hoffnungs- 
los ist, wie die Differential gleichun- 
gen schon bei der einfachstenLenkan- 
ordnung erkennen lassen. 


5. Die Schleppkurven der Achs-=» 
Abb. 6, Polbahnen der Achsschenkellenkung, schenkellenkung. Das _besondere 
Kennzeichen der Achsschenkellen- 
kung, die in den meisten Fallen als Vorderradlenkung ausgefiihrt wird, besteht darin, daf} 
die Achse der Hinterrader mit dem Fahrgestell eine starre Ebene bildet, wobei in einem Punki 
dieser Ebene die Deichsel und in anderen Punkten die Vorderrader getrennt voneinander gelagert 
sind und die lenkbaren Vorderrader iiber ein besonderes Steuergetriebe von der Deichsel aus ver-- 
schwenkt werden. 
Man kann (Abb. 6) die beiden Hinterrdder durch ein in der Mitte zwischen beiden angeord-} 
netes Rad Ry ersetzen. Dasselbe ist auch bei den Vorderradern zulassig, wobei das hier in der) 
Mitte angebrachte Einzelrad Ry immer von der Deichsel so verschwenkt werden muB, daB die: 
Verlangerung seiner Achse durch den Schnittpunkt der Achsen der beiden ersetzten Vorderrader 
geht. Im Punkt E ist der mit der Deichsel 1 fest verbundene Hebel EF gelagert, der iiber. 
den Hebel FG mit dem Hebel SyG in gelenkiger Verbindung steht, wobei der letztere mit der} 
chwenkachse des Rades Ry fest verbunden ist. Die KonstruktionsgréBen sind der Radstand L.| 
die Entfernung SyE zwischen Vorderrad- und Deichseldrehpunkt und die Deichsellange } 
eee 
Die allgemeine kinematische Bedeutung der Schleppkurve, daB namlich die Radachse die. 
Gangpolbahn darstellt, behalt auch fiir die Achsschenkellenkung ihre volle Giiltigkeit. Es ist 
nur hier zu beachten, daB jedes der beiden Rader mit seiner Achse auf je einer Rastpolbahn k,y; 
und k,y abrollt, wobei eine wichtige vorbereitende Arbeit die Bestimmung der augenblicklichent 
Drehpole ist. Der augenblickliche Drehpol Py des Hinterrades wird schnell gefunden als Schnitt-} 
punkt der beiden Achsen ty und ty, Abb.6; denn die beiden Radpunkte Sy und Sy gehéren der’ 
starren Ebene Sj E an, in welcher die beiden Punkte Sy und Sy sich immer so bewegen, daB diey 


XVIII. Band 1950. Hain: Die zeichnerische Bestimmung der Schleppkurven. 307 


Achsen ty und ty die Normalen ihrer Bahnkurven sind. Von dem augenblicklichen Pol Py der 
Bahnkurve des Vorderrades wei man zunichst nur, daB er auf der Achse ty liegen muB. Zur Be- 
stimmung seiner eindeutigen Lage ist es zweckmaBig, fiir den augenblicklichen Bewegungszustand 
der gesamten Lenkanordnung ein Ersatzgetriebe aufzustellen. 

Das Ersatzgetriebe ist in Abb. 7 dargestellt. Auf den Tangenten ty und ty nimmt man be- 
liebig die Gestellpunkte H) und Vy an. Der Punkt Sy wurde wegen einer besseren Darstellung 
nicht auf der Verbindung ESy liegend angenommen. Die drei Punkte Sj, Sy, E bilden ebenso 
wie die drei Punkte EF'K je eine starre Ebene. Der Halbmesser MK des Ursprungskreises a 
wurde als starre um M drehbare Kurbel eingesetzt. Von der Radebene des Vorderrades wird an- 
genommen, dafi die Kurbel V)S;im Gelenkpunkt S; mit der Ebene E Sy Sy gelenkig verbunden 
ist. Es handelt sich nun darum, den augenblicklichen Pol Py; der Ebene GS, zu bestimmen. Man 
kann dafiir die Verfahren der sog. Polkonfiguration, nach welchen die augenblicklichen Pole aller 
Zwischenglieder ermittelt werden miissen, anwenden. Da die Pole aber oft auBerhalb der Zei- 
chenebene fallen, ist es zweckmifiger, die gedrehten Geschwindigkeitsvektoren, die immer durch 
den augenblicklichen Pol gehen, zu benutzen. Dabei wird der wichtige Satz benutzt, da® die 
Endpunkte der gedrehten Geschwindigkeitsvektoren eine zur urspriinglichen Figur ahnliche 
Figur bilden. é 

Nimmt man eine beliebig groBe, gedrehte Geschwindigkeit vy des Punkies Sq an (Abb. 7), so 
findet man den Endpunkt der gedrehten Geschwindigkeit vy des Punktes S; als Schnittpunkt 
der Parallelen durch den Endpunkt von vy zu SySy mit der GeradenV,S;. Der Schnittpunkt der 
beiden Geschwindigkeiten vy und vy ergibt den Pol Py der Ebene SySy, mit welcher das 
Hinterrad starr verbunden ist, so da dieser 
Pol auch gleichzeitig der Pol des Hinterrades 
ist. Die Parallele durch den Endpunkt von vy 
zu SyzE schneidet die Parallele durch den End- 
punkt vonvy zu SyEim Endpunkt der gedrehten 
Geschwindigkeit vg des Punktes E. Der End- 
punkt der Geschwindigkeit vx des Punktes K 
ergibt sich als Schnittpunkt von KM mit der 
Parallelen durch den Endpunkt von vg zu EK, 
Den Endpunkt der Geschwindigkeit vr des Punk- 
tes F wieder findet man als Schnittpunkt der 
Parallelen durch den Endpunkt von vg zu EF 
mit der Parallelen durch den Endpunkt von vx 
zu KF. In der gleichen Weise ergibt sich der 
Endpunkt von vg als Schnittpunkt der Parallelen 
durch den Endpunkt von vy zu GS; mit der 
Parallelen durch den Endpunkt von vp zuF'G. Die beiden gedrehten Geschwindigkeiten vy 
und vg schneiden sich im augenblicklichen Pol Py der Ebene GS y des Vorderrades. 

Wenn die beiden Pole Pg und Py des Hinter- und des Vorderrades bekannt sind, kénnen die 
Schleppkurven beider Rader wieder als Hillkurven der einzelnen Kriimmungskreise ermittelt 
werden. Man ermittelt in Abb. 8 zunachst wie in Abb. 7 mit Hilfe der beliebig angenommenen 
Geschwindigkeit vy, die Pole Py, und Py, auf den Polbahntangenten ty und ty. Dann 1a8t man 
die Fahrgestellebene ESy feststehen und verschwenkt relativ zu ihr die Deichsel EK um einen 
beliebigen Winkel y nach EK’ und mit ihr das Steuergetriebe in die Lage Sy FG’ E. Nun mu 
man sich beliebige Strahlen K’X,, K’X,, K’X; vorgeben, von denen man annimmt, daf einer von 
ihnen mit dem Winkel f,, B, oder fh, die Lage der Deichsel EK, zu der Strecke MK, kennzeichnet 
(Abb. 9). Man ermittelt in Abb. 8 mit Hilfe einer wiederum beliebig angenommenen Geschwin- 
digkeit vy, itber die Geschwindigkeiten vx 24, UxK2,9, UKy-3 und ttber die Geschwindigkeiten vp, 
VE9,92 VE9,3 SOWIE UG2.1> UG2.2 UG2.3 die drei entsprechenden Pole Pyy,, Pyy.o, Pyo., auf der Tangente 
ty’. Diese Pole itbertragt man jetzt mit ihrer Entfernung Sy Py, Sy Py... Sy Py, von Abb. 8 
nach Abb.9 und schlagt um Py, die Kreisbégen pyy,, Py. und pyg ; mit den Halbmessern 
Py Pro, Pr Prose, Pr Pro; und um Py, den Kreisbogen py, mit Py, Pry als Halbmesser. Nun 
nimmt man beispielsweise das starre Dreieck Py, Pyo,,K’ nach Abb.8 und 1aBe in Abb. 9 seine 
Punkte P;,,, und Py, auf den Kreisbégen pyo,, und py so lange wandern, bis der Punkt K’, der 
dabei die Kurve f beschreibt, die Lage K, auf dem Kreis a einnimmt, wenn also die Kurve f den 
Kreis a schneidet. Der Punkt Py,,, ist dabei auf dem Kreisbogen pyy,, nach Qyy,, und der Punkt 


Abb, 7, Ersatzgetriebe der Achsschenkellenkung. 
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Py auf dem Kreisbogen py, nach Qi gekommen. Ubertrigt man nun auch das Dreieck Py E Pup 
aus Abb. 8 nach Abb. 9, so erhalt man das Dreieck Qr21E Qu. In Abb. 9 schlieBt die Deichsel- 
lage E, K, mit der Geraden MK, den Winkel E, K, Xo ein, der aber in Abb. 8 bei der Konstruktion 
des Drehpoles Py, mit < E K’X,= 6, angenommen wurde. Die beiden Winkel sind in Abb. 9 
vergleichsweise eingezeichnet und haben noch eine Differenz von AB. Sie miissen jedoch beide 
gleich gro8 sein. Man muB also die beschriebene Konstruktion firvandere Pole’ Py, 3. Py .<. 
mit angenommenen Winkeln f,, B,... wiederholen. Dabei ergibt sich im Beispiel fiir den Pol 
Py. der Differenzwinkel 4B = 0 und damit auch die Erfiillung der gestellten Teilaufgabe. 
Der Pol Py,,,ist in Abb.9 auf dem Kreisbogen pyz.. nach Qyy,, und der Pol Py. auf dem Kreis- 
bogen py nach Qyp, dessen Lage zufallig mit der entsprechenden Lage bei Benutzung des Poles 
Py... zusammenfallt, gewandert. 

Die Schleppkurven sy und sy des Vorder- und des Hinterrades ergeben sich auch hier als 
Hillkurven der Kriimmungskreise. Die Kurve sy also aus dem Kriimmungskreis ky, um Py, 
mit Py,Sy, als Halbmesser, dem Kriimmungskreis ky, um Qrs.. mit Py Sy, als Halbmesser usw.,- 
die Kurve sy aus dem Kriimmungskreis ky, um Py, mit Py, Sy, als Halbmesser, dem Kriimmungs 
kreis ky. um Qyy mit Py, Sy, als Halbmesser usw. 

Zur Bestimmung des weiteren Verlaufes der Schleppkurven verschwenkt man gemaB Abb. 8 
die Deichsel um andere Winkel y und verfahrt in der gleichen Weise wie beschrieben, wobei wie 
bei der einfachen Schleppkurvenkonstruktion die neuen Kreisbégen py, und py, um den ermittel- 
ten Q-Punkt, also z. B. um Qy5,, und Qyy, mit der entsprechenden Differenz Py. Py, und Pr Pas 
als Halbmesser gezeichnet werden miissen und auf diesen die neuen Pole Py, und Py, zu verschie- 
ben sind. Die weiteren Kriimmungshalbmesser der Schleppkurven zeichnet man dann wie bei 
der einfachen Schleppkurvenkonstruktion, indem man um den jeweiligen Q-Punkt den Kreis- 
bogen k mit dem jeweiligen Halbmesser PS schligt. 

Wie die Abb. 8 und 9 erkennen lassen, ist fiir die Gestalt der Schleppkurven besonders die 
Auslegung des Achsschenkelgetriebes wichtig. Es ist also durchaus denkbar, daB bei der gelen- 
kigen Verbindung des Achsschenkelgetriebes der Deichsel die Formgebung der Teile dieser Ver- 
bindung mit Hinsicht auf die Schleppkurvenformen vorgenommen wird, d.h. also, daB man sich 
die Form der Schleppkurve bei bekannter Ursprungskurve vorgibt und danach die Getriebe- 
abmessungen zu bestimmen hat. 

Die dargebotenen Konstruktionen lassen sich sinngemaf auch bei hinterrad- und vierrad- 
gelenkten Achsschenkelanhaingern anwenden. Es ist dann nur das Ersatzgetriebe unter Beriick- 
sichtigung des entsprechenden Lenkgestanges aufzustellen. 


(Eingegangen am 14, Januar 1950.) 


Anschrift des Verfassers: K. Hain, Braunschweig, JuliusstraBe 31f. 


Institut fiir Landtechnische Grundlagenforschung der Forschungsanstalt fiir Landwirtschaft 
in Braunschweig- Vélkenrode. 
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Luftzumischung zu Abgasstrahlen. 


Von E. Sanger. 


1. Ubersicht. Die tblichen Strahltriebwerke — Raketen, Turbinenstrahltriebwerke, Ver- 
puffungsstrahltricbwerke — zeigen bei den aktuellen Fluggeschwindigkeiten gewisse Mangel, 


wie geringe Wirkungsgrade, Versagen bei erhéhten Fluggeschwindigkeiten usw. Ferner ist allen 
diesen Triebwerken mit dem iiblichen Propeller-Kolbentriebwerk gemeinsam, da} sie erhebliche 
Warmemengen mit den Abgasen unausgeniitzt entlassen. 

Das Staustrahltriebwerk hat keinen Standschub und im Unterschallbereich etwa mit dem 
Quadrat der Fluggeschwindigkeit anwachsenden Schub, so da man in vielen Fallen zur Kombi- 
nation mit andern Strahltriebwerken fiir Start und Langsamflug gezwungen ist. 

Diese Situation gibt Veranlassung zur theoretischen Untersuchung, wieweit sich solche Nach- 
teile durch Luftzumischung zum Abgasstrahl in besonderen Ummantelungen grundsatzlich ver- 
mindern lassen. 

Das Problem der Schuberhéhung von Strahltriebwerken durch Luftzumischung zum Abgas- 
strahl wurde durch die Vorschlage von Mélot! in die Luftfahrttechnik eingefiihrt. Infolge einer 
zu allgemeinen Auslegung einiger theoretischer Untersuchungen von A. Busemann? blieben die 
Vorschlage bisher ohne praktische Anwendung. 

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daB& zwar bei der Unterdruckmischung im Sinne der 
Mélotschen Vorschlage bei den interessierenden Fluggeschwindigkeiten keine Schuberhéhung von 
technischer Bedeutung auftreten diirfte, daB die Unterdruckmischung aber sehr vielversprechend 
fiir ortsfeste Versuchsanlagen und fiir Sondertriebwerke relativ langsamer Land- und Wasser- 
fahrzeuge ist. : 

Dagegen erscheint die Anwendung der Uberdruckmischung in staustrahlartigen Ummantelun- 
gen, in denen Umgebungsluft zum ausgeblasenen Abgasstrahl gemischt wird, bei manchen Luft- 
fahrttriebwerken im Bereich hoher Unterschallgeschwindigkeiten und Uberschallgeschwindig- 
keiten durchaus lohnend. 

Die relativen Schuberhéhungen werden um so gréfer, je héher die Fluggeschwindigkeit und 
je schlechter der thermische Wirkungsgrad des beniitzten Strahltriebwerkes an sich ist. 

Grundsatzlich mischen sich die vier Energiekomponenten zweier Gasstrahlen so, daB® bei 
gleichbleibender Gesamtenergie die Summe der Enthalpien auf Kosten der Summe der kinetischen 
Energien wachst, wobei auch die Gesamtentropie zunimmt. 

Wenn die Strahlmischung bei héherem, als dem ungestérten AuBendruck stattfindet, kann 
durch anschlieBende Expansion des Gasgemisches ein Teil der gebildeten Enthalpie in kinetische 
Energie rickverwandelt und damit nutzbar gemacht werden. 


Diese Bedingungen fithren zur Kombination des Staustrahltriebwerkes mit anderen Trieb- | 
werken in Form staustrahlartiger Ummantelungen und Mischkammern und mit dem Zweck, | 


einen Teil der sonst véllig verlorenen, besonders thermischen Abgasenergien der Kerntriebwerke 
zur Aufheizung eines zusatzlichen Staustrahltriebwerkes zu beniitzen. 

Da bei dieser Art der Heizung auf®er thermischer unvermeidlich auch kinetische Energie zu- 
gefithrt wird, nennen wir dieses Prinzip kurz Impulsheizung des Staustrahltriebwerkes. 

Zur Vereinfachung der folgenden theoretischen Untersuchungen setzen wir die Strahl mischung 
in der Rechnung immer als bei konstantem Druck erfolgend voraus, doch ist praktisch auch die 
Mischung bei veranderlichem Druck anwendbar, insbesondere in Unterdruckkammern bei stei- 
gendem Druck, in Uberdruckkammern bei fallendem Druck. 


I. Gleichdruckmischung von Gasstrahlen. 


2. Theorie der Gleichdruckmischung. Aus einer Miindung vom Querschnitt F, tritt ein Gas- | 
strahl mit der Geschwindigkeit vy und den wbrigen Zustandsgréfen p, Qo, Ty aus. Er vermischt | 
sich mit der freien Umgebungsluft, die in gleicher Richtung und mit der Geschwindigkeit v, 


strémt und die iibrigen ZustandsgréBen P; Og, T, besitzt (Abb. 1). 


1 A. F. Mélot, Franz. Patente 522163 (1919; 523427 (1920); 571863 (1922). 
® A. Busemann, Schriften der Deutschen Akademie fiir Luftfahrtforschung, Heft 1071/43. Berlin 1943. 
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Fitr die Vermischung einer bestimmten, sekundlich durch den Querschnitt F’, strémenden 
Luftmasse m, = 0,F,v, mit der entsprechenden Abgasmasse my = 0) Fv, gelten folgende Be- 


ziehungen : 


Kontinuitatssatz: Die Summe der sekundlich durch die Querschnitte Fy und F, stré- 
menden Massen ist gleich der sekundlich durch den Querschnitt F’, strémenden Masse: 


Oo ovo + O2F, vy = 04F 4V,- 


(1) 


Impulssatz: Wegen des durchweg konstanten Druckes bleibt der Gesamtimpuls in jedem 


Querschnitt gleich: 
OoFyv2? +0,F,v2 = Oil 40s 


(2) 


Energiesatz: Die Summe der sekundlich durch die Querschnitte F, und Fy strémenden 
Energien ist gleich der sekundlich durch den Querschnitt F,, strémenden Energie, wobei relaxa- 
tionsfreie Umwandlung von kinetischer Energie in Enthalpie, wie bei Berechnung der Gas- 


drosselung, vorausgesetzt wird: 


92 v2 ve - 
ooFavs(%t +ge, 1.) ap, Fe a(t + ge, T,) ~ oF ev.(% ge, al 


Zustandsgleichung: Die Gréfen Ox, I’, hangen tiber dem 
bekannten, konstanten Mischdruck p zusammen: 


P= 8Q.RT,. (4) 

Im Kernstrah] wurde dabei die iibliche Rechteckverteilung 
der ZustandsgréBen iiber dem Querschnitt mit gleicher Férde- 
rung wie die wirkliche Verteilung angenommen. Die Gaskonstan- 
ten Rund c, werden fiir beide zu mischenden Gase naherungs- 
weise als gleich vorausgesetzt. Die Turbulenzdissipation in Ent- 
halpie wird, wie gesagt, tragheitsfrei angenommen. 

Mit diesen vier Gleichungen lassen sich die vier Unbekannten 
F ,, 0x, V,, T,, durch die bekannten GréBen Fy, 2» Vo, To, Fo, Qo» Vos 
T, ausdriicken. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden fiir die be- 
kannten GréBen neue Zeichen eingefiihrt : 


Massensumme: 0) Fv) +-0,F,v, = M_ [kgsec/m], 
Impulssumme: 0, F,v? +0,F,v3 = J [kg], 


Energiesumme : Q) Fy» (v%o/2 + gc, To) + 0oFn% (v3 /2 + ge, T,) = E [kgm/sec], 


ae 


i] 

| 

i} 

<a 
—_— i} 

= =f 

Sane i 

hy ae! | 
Yo Sorc ! 
G = 
iP teres 

a ee ae Prtge os 

cot ke 
ia 
Or 

a 


Abb. 1. Freier Mischstrahl in bewegter 
Umgebungsluft, 


(5) 
(6) 
(7) 


Temperaturdichte: p/g R= 00. T) = 0.7, =0.T,=D_ [kgsec?°/m*). (8) 
Damit werden die vier Bestimmungsgleichungen: 
OxF,v,—= M, 
Gob ad. 
DS deg ie “hep T,) = E, 
0,7,=D. 
Aus ihnen folgen die Unbekannten 
=a, (9) 
F sera (10) 
* gepDJ 
Or= ee (11) 
ME—-— J? 
ME—+3P 
Ty = a (12) 


| 
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und die spater gebrauchte Gemischmachzahl 


te / ? 1 ; (12a)| 
a p21) Oy Il 


3. Propulsiver Mischungswirkungsgrad. Das Verhaltnis der sekundlich durch F’, abflieBenden 


kinetischen Energie zur insgesamt zugeflossenen kinetischen Energie betragt 


4 ( Ms v2) 
De ea 2M my Yo (13). 


i —— 7 3 Et =a + — \ 
/ Qo Fo vs + Oo Fo v3 2E — 2 g cp (Oo Fy v9 Ty + 02 Fo %2T 2) (1 ) (1 | = 


2 
Mg Vo 


ist also nur eine Funktion der beiden Verhaltnisse m,/mo und v/v . 

Der propulsive Mischungswirkungsgrad hangt weder vom Druck p ab, bei dem die Mischung; 
stattfindet, noch von den Dichten, Temperaturen, Enthalpien oder Machzahlen der beteiligten| 
Gemischpartner oder von der Relaxation der Wirbelverwandlung in Warme. Die bei der Mischung; 
verschwindenden kinetischen Energien verwandeln sich tiber Wirbelbewegung in zusatzliche En-. 


thalpie wie beim Vorgang der Gasdrosselung. 
Der Mischungswirkungsgrad wird natiirlich) 


Fé fiir m,/m)— 0 und m,/m)— © gleich 7, = 1, da} 
jet ; beim Verschwinden eines der beiden Gemisch-- 
0 ; ov partner keine Mischung und daher auch keine} 

eee ae Mischungsverluste mehr méglich sind. 

° fal Der Mischungswirkungsgrad wird fiir v,/v)=0,, 
i d. h. Mischung mit ruhender Umgebungsluft,, 
gleich 7, = 1/(1 + m,/m,)=m,/m,, also bei prak-} 

60 tisch verwendeten Mischungsverhaltnissen sehr} 
klein, die Strahlenenergie verwandelt sich fast} 

a : restlos in Wirbel und Warme. | 
yor Der Mischungswirkungsgrad wird ferner mit) 

V,/09 = 1 gleich y,, =1, d.h. wenn beide Gags} 
ay \ strahlen gleiche und gleichgerichtete Geschwindig- 
op keit haben, geht die Vermischung durch Diffu- 

alone 5% ame I9% T-100% sion ohne Verluste an kinetischer Energie vor} 
70 =| sich, auch wenn die Temperaturen beider Strahlen 

SS ee eee elk eee |e) verschieden sind. | 

8° 0k a3 OR O85 48 G7 8 4s Im Bereich beliebiger Werte von m,/my und v,/ 
Abb. 2. Propulsiver Mischungswirkungsgrad der Gleich- Yo pate die Mischungswirkungsgrade Minima. | 

druckmischung. die bei um so héheren Werten von m,/m, liegen, je | 


kleiner v,/vp ist und deren Verlauf sich ausrech- 
nen laBt zu my/mo—= vo/vz, d.h. die Verluste werden am gréften, wenn beide Strahlimpulse zu- 
nachst gleich sind. Der Verlauf ist in Abb. 2 erkennbar. | 
Wenn die beizumischenden Gase von vornherein merkbare Geschwindigkeiten in Richtung | 
des Gasstrahles haben, sind die Mischungswirkungsgrade durchwegs betrachtlich und um so 
héher, je mehr Gase beigemischt werden, sofern M,/™M, > Vp/'v2 ist. Nur bei sehr kleinen 2,/v9, 
oder m,/m) kehrt sich diese Regel um, d. h. der Wirkungsgrad wird dann mit zunehmender Bei- 
mischung solange schlechter, bis mov) —= m,v, ist, um dann wieder anzusteigen. | 
Da bei Mischungswirkungsgraden unter 1 auch bei gleicher Temperatur beider Strahlen Er- | 
warmung des Mischgases eintritt, wirkt die Impulszufuhr immer auch als Heizung. 


Fiir die Gemischmachzahl gilt 


Za 
heat 2 ant Bes 
bak sear tay Tela sae (heey epee (iy | 
| ease LSE pat “%—1v3 
ee 2 ay (1 mat) My v2 l bi 2a? 4 ian My v2 | 
%—1 v2 Mo Vo ae eee 


Sie ist also Funktion der Massen-, Geschwindigkeits- und Machzahl-Verhialtnisse der Kompo- 
nenten. Wenn das Komponentenmachzahlverhaltnis Eins wird, ist das oben definierte Verhalt- | 
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nis des Luftmachzahlausdruckes zum Gemischmachzahlausdruck gleich dem Mischungswir- 
kungsgrad. 

4, Diskussion von Sonderfiillen. Die Besprechung der Grenzfille des Mischungswirkungs- 
grades 1aBt sich auf die iibrigen Mischstrahleigenschaften ausdehnen und fiihrt zu bemerkens- 
werten Eigenschaften. 

Der praktisch haufige Sonderfall V/V) = 0, also ruhendes Zumischgas, gibt wegen der ver- 
schwindenden achsparallelen Geschwindigkeitskomponente des Zumischgases ohne weiteres 
F,=0o, da nur dann Kontinuitits- und Impulssatz gleichzeitig erfiillt sein kénnen, wenn Mi- 
schung iiberhaupt eintritt, also 0x .0,AOoFyvy ist. Man kann nunmehr F, als willkiirlich wahl- 
bare, unabhangig Verdnderliche betrachten und als gegeben voraussetzen, da zu jedem belie- 
bigen F, ein F, = © gehort. 

Aus den Gleichungen (1) bis (4) folgt die vorerst unbestimmte GréBe 


Eval = eee Per Lis oa ee 
F030 =| QoGaeel Tet 1) dle : Data: TNT 1) Ue 
und damit ohne weiteres die unbekannten Grifen v,, 0x) T',, aus den Gleichungen (9), (11) und (12). 


Ein noch engerer, praktisch nicht seltener Sonderfall ist V/Vo = 0 und T,/T,= 1. Wegen der 
durchwegs gleichen Driicke pist dann auch 02/00 —= 1 und die unbestimmte Grifke F,v, wird 


Ra Vea att) +E )— ES +3) (4) 
und damit weiter die Unbekannten aus (9), (11) und (12) 
Fy v5 
ee 1 Loy pe ee Lay Fo v% On Ah 
M  IL+F,v/Fovy’ Ti. ire 


“al a. 0) aise 
SSE For 

Im Mischstrahl sind Temperatur und Dichte also durchaus verschieden von den unter sich 
gleichen Werten der Gase vor der Mischung, die Strahlmischung wirkt heizend, wie eine schlie- 
renoptische Beobachtung zeigen wiirde. 

Ein dritter Sonderfall ergibt sich mit v, = vo. 


M = v9(00F') +02 Fy) , 
J = 03 (00F: +0.F); 
2 2 
E= v3 loom (F+e ep Ts) toh(F +g eT) . 
D 


wird mit Hilfe von (9) bis (12): 
v, = vo, die Strémungsgeschwindigkeit bleibt auch nach der Mischung gleich; 


F,—=F, +F, , die Strémungsquerschnitte addieren sich; 


Oo: cae , die Dichten mischen sich nach den Massen; 


= Oo FT + 02K oT. 
3 Qo Fo + Ook, 
Ahnlich lassen sich alle tibrigen Sonderfalle der Gasstrahlmischung aus Abschn. 2 ableiten. 


, die Temperaturen mischen sich nach den Enthalpien. 


5. Die Gleichdruck-Mischkammer. Die in Abschn. 2 und 3 behandelte freie Strahlmischung 
vollzieht sich in gleicher Weise auch in einer geschlossenen Mischkammer, wenn die Kammer- 
wande die Form der in Abb. 1 angedeuteten Stromlinien des zugemischten Gases haben. In 
diesem Fall 1a8t sich auch das Mischungsverhaltnis m,/m, willkiirlich begrenzen. Wegen des 
gleichbleibenden Druckes im Zumischgas bleibt auch dessen Strémungsgeschwindigkeit, Tem- 
peratur und Dichte in der Mischkammer vor Eintritt der Mischung konstant. ; 

Die jeweiligen, meist abnehmenden Mischkammer- Querschnittsflachen Ferrechnen sich daher 
sehr einfach aus der abnehmenden Menge des Zumischgases. An jener Stelle der Mischkammer- 
achse, die durch den Mischquerschnitt 


22 
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F.= 
SPD Ii) 


bestimmt ist, betragt der Mischkammerquerschnitt nach dem Kontinuitatssatz | 


F= Fig + Fyx) — Foe, (15, 
wobei die Bezeichnungen der Abb. 3 verwendet sind und die Kurzzeichen sinngemaB die Bedeu. 
tung von Abschn. 2 haben. 

Der unabhangige Parameter F,;, kann zwischen Fy und Fy.) beliebig gewahlt werden und er 
gibt jeweils einen Mischkammerquerschnitt F. 
Wahrend sich somit die Mischkammerquerschnitte einfach und eindeutig ausrechnen lassen| 
ist die wirkliche Meridianform, d. h. die Zuordnung dieser Querschnitte zu bestimmten Punkten 
der Gerateachse nur auf Grund empirischer Exfahrungen iiber den wirklichen Mischstrahl] 
Offnungswinkel, die Meridianform des Mischstrahles, der Geschwindigkeitsverteilung in ihm, de 
Schnelligkeit der Turbulenzdissipation usw. festlegbar. 
Ohne Kenntnis der Ergebnisse derartiger Versuche kann zunachst mit homogener Geschwin| 
digkeitsverteilung in einem kreiskegeligen Strahl von etwa 10 bis 14 Grad gesamtem Offnungs} 
winkel gerechnet werden. 
Ein weiteres, wichtiges Forschungsproblem der Mischkammer entsteht bei der Anwendung 
sehr heiBer Kernstrahlen, wie sie beispielsweise aus Raketen anfallen und wo die sehr starke ther: 


Mischhammer — 


Z(¢) [ 
ee ||lCU 
Difusor | Kerntriebwerk — Mischkammen Diise \ 
F 6 Im) 6 6 fi 
F(a) Dp 1D (kg/n’) Py Pz 
y Y% (mys) ye My 
9 gz (kgseki’) ps 
2 C r IAGO Ue Ro 
Abb. 3. Gleichdruck-Mischkammer. Abb, 4, Staustrahltriebwerk mit Impulsheizung, 


mische Dissoziation, die iiber die Halfte der dem Kerntriebwerk zugefiihrten Energie gebundes 
enthalten kann, bei der Mischung mit Umgebungsluft zuriickgeht und dadurch den Mischstrah} 
zusatzlich sehr stark aufheizen wird. 

Wieweit die Mischung durch besondere Leitflachen im Mischstrahl beschleunigt werden kanz} 
wire besonders zu klaren. 

Wie erwahnt, wurde bei der vorliegenden Betrachtung ferner vorausgesetzt, daB die bei des 
Strahlmischung zunachst in Wirbelenergie verwandelte kinetische Energie sich noch innerhali 
der Mischkammer praktisch vollstandig in Warme weiterverwandelt. Dieser, im wesentlicher 
durch innere Reibung bewirkte Vorgang wird durch die groBen auftretenden Geschwindigkeits| 
unterschiede, die hohe Zahigkeit der heiBen Feuergase und die gleichzeitig ablaufenden chem: 
schen Reaktionen sehr beschleunigt, so daB es berechtigt erscheint, wie bei der iiblichen Gas) 
drosselung zu rechnen, doch steht die experimentelle Bestatigung noch aus. | 

Wie die spadter durchgerechneten Beispicle zeigen, ist diese Annahme ungiinstig fiir Unter; 
druckmischkammern, von geringem Einflu8 fir Uberdruckmischkammern, die aus Triebwerken 
kleinen inneren Wirkungsgrades beheizt werden, und giinstig fiir Uberdruckmischkammern, did 
durch Triebwerke hohen inneren Wirkungsgrades beheizt werden. . | 


Il. Schuberhéhung von Strahltriebwerken durch Luftzumischung zum Abgasstrahl. 
6. Theorie der Schuberhéhung. Es gilt: Kernschub: 

= QoFy 05 — 02 Fig ¥2 , 

Gesamtschub: = 9,F 12 — oF v?, 

lsat ehe 

; ; Qo fo 05 — Os Foqv? ” 

Von den in Abb. 4 eingezeichneten charakteristischen Grofen sind zunachst 14 unbekannt: 


Faktor der Schubaufteilung : 


SY by OU 
| 
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F, Ye> Ox, Ty, 
Fa, Pas) | 5, 03, Ts, 
By Pa Vp Oy Ty. 
Die GréBe p, wird als bekannt angenommen, da sie von vornherein durch konstruktive Annahmen 


willkiirlich in gewissen Grenzen wihlbar ist. 
An Strémungsgleichungen stehen zur Verfiigung : 


Zone F — F,: Kontinuitats- und Energiesatz, Adiabatengleichung und Gasgleichung, 
Zone F, — F;: Siehe Abschn. 2, wobei fiir das dortige F, hier F, — Fo zu setzen ist; verwendet 
werden die Gleichungen (9), (10), (11), (12) und die Beziehung der Gleichdruck- 
mischung ps = py; 


Zone Fi— F,: Kontinuitats- und Energiesatz, Adiabatengleichung und Gasgleichung und die 
Entspannungsbedingung p, = Pi 


Damit liegen fiir die 14 Unbekannten gleichviel Bestimmungsgleichungen vor. Zu berechnen 
sind die im Schubfaktor P/P, auftretenden unbekannten Gi bBen 0,, v4, F,, v, aus den gegebenen 
GréBen P2. P> VU; 0, i i Fi), Po> Vor Qo £0, Fy, F, : 

Aus den Strémungsgleichungen der ersten Zone folgen die Beziehungen 

1 


02 = es (16) 


— ap 17 
A og R Ps ( ) 
' Palas 
oo ot + 24cp [1 — (2) |- 
1 T x—1 
= Po\x 22 Cp 12) err 
rane Vath] 


(18) 


Damit werden die Kurzzeichen aus bekannten Grofen fiir (5) bis (8) 


ud 
/ 


= a pees 
Massensumme M = 0)Fyw -+0(Fy Fo) SE |) ake f — ie Z | [kgsec/m], (5a) 


J x—]) 


[mpulssumme J = ooFot? +0(F, — F,,) (2s) \ Tite h = =) Ke | [kg], (6a) 


1 


Energiesumme E — 0, Fy, (2 7 eon T,) a 


1 - 


A 


+ 0 (F. — Fy») 3 ep 


2 


|e 2 eee rh = (ee) = | i. + gc, T) [kgm/sec], (7a) 


femperaturdichte D— a [kg sec? °/m4] (8a) 


ind schlieBlich die unmittelbar gebrauchten Unbekannten selbst 


1 


2D a 
124 “e i (F,) [kg sec?/m4] (20 
ME—— J? \P 
1 2 x—1 
aE Py pox (21) 
Tl", = 2 ) [°K], 
&cpM P» 
1 x—I1 
M E— — J? . 
J? 2 (a 22 
De af 12 le [ ee | tmjseel, (22) 
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il 


[eG 


cp |e +2(mx—27)[1—(2) * | 


Damit la®t sich endlich der gesuchte Faktor der Schubaufteilung anschreiben zu 
Be og hi tire CY Ue 
Py Qo Pov} — C2 F a0 %% 


ee ed ered eee eo | 


“—l 1 

etust ofan eset Ls (| 

7. Diskussion der Schuberhéhung. Der Schubfaktor P/P, bedeutet nicht ohne weiters die 
Schuberhéhung eines Strahltriebwerkes durch Hinzufiigung der Ummantelung unter sonst | 
gleichen Umstanden. Vielmehr beschreibt er zunachst die Aufteilung des Schubes auf Kerntrieb- 
werk und Mantel bei dem betreffenden Flugzustand @, v. 
Das Kerntricbwerk kinnte jedoch bei diesem Flugzustand ohne Mantel einen wesentlich an-; 
deren Schub als mit dem Mantel haben. Praktisch wird der Fall nicht selten so liegen, dab der} 
Kerntriebwerksschub ohne Mantel wesentlich kleiner oder sogar Null ist, so daB die tatsachliche 
Schuberhéhung bei einem bestimmten Flugzustand durch Hinzufiigung des Mantels viel gréBer: 
als P/P), ja sogar unendlich sein kann. Dieser Fall tritt z. B. bei Verpuffungsstrahlrohren und. 
hohen Fluggeschwindigkeiten ein. Anderseits kann sich der Kerntriebwerksschub durch Hinzu- 
fiigen des Mantels auch vermindern, wie bei Raketen, wenn auch dieser Effekt oft vernachlassig- 
bar klein bleiben wird. Im letzteren besonderen Fall bedeutet P/ Py dann tatsachlich die Schub-; 
erhéhung des bloBen Kerntriebwerkes durch Anfiigen des Mantels. 
Der physikalisch technische Sinn der Gleichung (24) wird durch Erérterung einiger Sonder-~ 
falle noch deutlicher werden. 


a) Sonderfall v—0, d.h. Schub im Stand. Gleichung (24) spezialisiert sich zu der Forr 
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Mit p,/p >1 wird die Lésung imaginir, dieser Fallist, wie ohne weiteres verstandlich, physikalise! 
nicht realisierbar. Mit p,/p = 1 wird P/P, = 1, es liegt derselbe Fall wie bei der Strahlmischung 
mit freier Umgebungsluft vor, eine Schuberhéhung tritt nicht ein. 
Mit p,/p< 1 sind zunichst reelle Lésungen mit P/P,) > 1 méglich, solange die Summe dex 
ey 
drei Glieder unter der groBen Wurzel positiv bleibt. Da der Ausdruck la — (P2/p) * immer nega: 
tiv ist, wird das zweite Glied immer negativ sein und auch das erste wird dann negativ, wenn did 
Enthalpie des Kernstrahles groB gegen seine kinetische Energie ist, also die Machzahl v/a kleix 
ist. Man versteht sofort, da8 esim Stand auch bei p,< p Falle gibt, in denen die Strémung physi 
kalisch nicht realisierbar ist, durch folgende Uberlegung: 
Aus der elementaren gasdynamischen Beziehung 
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folgt, daB das Druckverhaltnis der Strémung aus der Ruhe oder in die Ruhe nur von der Mach- 
zahl abhangt. Wenn beispielsweise v2 /a8< v2/a2 wird, d.h. wenn beim Mischvorgang die Enthal- 
pie starker als die kinetische Energie zunimmt, also die Machzah] sinkt, dann kann nach der 
Gleichdruckmischung der héhere AuBendruck itberhaupt nicht mehr erreicht werden. Dieser 
Fall wird bei der Mischung heiBer, langsamer Feue1 gasstrahlen mit kalter Luft praktisch gar nicht 
selten sein, besonders wenn noch Riickdissoziation eintritt. 


Allgemein wird die Schubsteigerung im Stand Null sein, also P— Py, wenn 


. x 
P P?—_2ME t— 1 , ; 2 
= aw oder v, <= 


d. h. man wird u. U. mit sehr hohen Mischkammer-Zustromgeschwindigkeiten v, arbeiten miissen, 
um hohe Mischungswirkungserade zu erzielen, wenn man auf Standschub Wert legt. Das fir 
den Standschub optimale v, 1aBt sich ttber P2/p aus der Gleichung fiir P/P, sofort ermitteln. 

Mit Hilfe der Gleichung (12a) findet man allgemein, daB bei einem von Eins verschiedenen 
Wirkungsgrad 77p des Enddiffusors der ungestirte Au®endruck p dann wieder erreichbar ist, wenn 
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b) Sonderfall vy, — 0, d.h. impulslose Warmezufuhr, wobei der Standschub ohne weiteres 

Null wird, wie vom normalen Staustrahltriebwerk her bekannt ist. 

| Die Wirkung der Brennstoffeinspritzung als Kerntriebwerk wird in diesem Fall meist ver- 
nachlassigbar sein, d. h. der Kernschub P, wird gleich Null. 


Fir den reinen Staustrahlschub folgt dann mit 


- tame 
Gleichung (5a): M—= M, ao, (Be Jie + 2ge) T|1— bay ie ie 
i! 


Gleichung (6a): y= oh, (2) fot 42.50, 7[1 (22) : I}. 
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wenn M, die Masse des zugesetzten Brennstoffes und H dessen Heizwert in kgm/kg, aus (24) 
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Diese Forme] 1a8t sich mit den bekannten Annahmen F,/F— coo, M,— 0 in die seinerzeit ge- 
-gebene einfache Naherungsformel fiir den Schub des Staustrahltriebwerkes 


ronal 


iberfiihren. Von der genauen Berechnung des Staustrahltriebwerkes nach ZWB—UM 3509 
(NACA-Techn. Mem. 1106) unterscheidet sie sich noch durch die konstanten spezifischen 


Warmen. 


c) Sonderfall T = T, ohne weitere Besonderheiten. 


v2 
d) Sonderfall (F,— F,)=0. Mit M=o.Fyun, J=ooFor?. = oF (% | gepTs) 


wird 
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Es bleibt also nach Wegfall der Zumischluft im allgemeinen noch eine Schuberhéhung iibrig,.|. 

die aus dem Rechenansatz folgt, da der Schub Py des Kerntriebwerkes auf die maBige Strémungs- 
geschwindigkeit im Innern des Mantels bezogen wurde und durch die héhere Fluggeschwindigkeit, 
zusatzliche niitzliche Druckgefalle entstehen. Erst mit auch p = po wird schlieBlich P/P) = 1,| 
z. B. bei Raketen als Kerntriebwerk, wenn mit F,, = 0 auch p/p, = 1 wird. 


e) Abhangigkeit des P/P) von F,. In (24) werden im Ausdruck 


u—l “%—1 
Jef C)> | rie) 
Ps Po 


die in F, quadratischen Glieder gleich dem zweiten Zahlerglied 0 Fv’, verschwinden also fiir sehr 


| 
} 


groBe F,, so da P/ Py dann fiir sehr kleine v/v) etwa proportional | , also proportional der Wur-' 
zel aus der Zumischmasse wird, wahrend sonst P/ Py) sogar unabhangig von F, und der Zumisch- 
masse einem festen Grenzwert zustrebt. 

Dieses Verhalten ist aus der elementaren Theorie sowohl des Melot-Gerates, wie des Staustrahl]-| 
gerates bekannt. 

Man kann durch Vergré®erung von F, den Schub im allgemeinen nicht unbegrenzt, sondern | 
nur bis zu einem festen Grenzwert steigern. Nur bei der Fluggeschwindigkeit Null wachst er theo- 
retisch mit /F, ohne Grenzen. 


f) Abhangigkeit des P/P) von p/p,. Fir p/p, = 1 tritt in keinem Fall Schuberhéhung 
ein, Gleichung (24) liefert P/P) = 1. Fir P/P.< 1 entstehen durchwegs reelle Werte fiir Pir 
die gréBer als Eins sind, wie immer auch Fluggeschwindigkeit v, Verhaltnisse der Massen, Ge 4 
schwindigkeiten oder Temperaturen sein mégen. Es gibt unter diesen Umstanden daher keinen 
Bereich der Fluggeschwindigkeit oder der sonstigen Arbeitshedingungen, in dem die Ummante- 
lung ihre schubverbessernde Wirkung verlieren wiirde. 

Fiir p/p, > 1 andert sich die Sachlage véllig. Es sind hier Falle mit P/P,=1, auch solche} 
mit P/P,) <0 méglich. Das fiir den Schub hauptverantwortliche Glied 


/ 7 2 
i mr—= = 
op en ies 2 | [ei 
Canard fee ee M* L P2 
enthalt unter der Wurzel zwei Energiebetrage, die am Ende F’, der Mischkammer vorhandene ge- 
samte kinetische Energie J?/M? und die wihrend des Expansionsvorganges in der Ausstrémdiise. 


(ME = 2s JP 
zwischen I’, und F, aus der in F; vorhandenen Gesamtenthalpie 2 — 


/ 


FYE entstehende wei- - 
tere kinetische Energie, wenn p/p, < 1, oder in Enthalpie riickverwandelte kinetische Energie. | 
wenn p/p, > 1 ist, also Kompressionsstrémung vorliegt, wie hier zu betrachten ist. 

Wenn p/p, zwar schon griéfer als Eins, aber noch so klein ist, daB bei der Verdichtungsstré- 
mung so wenig kinetische Energie : | 
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(04 Fy 0f — 9 Fv?) — (Qo Fyv? — QeFy9v3) > 1 
bleibt, dann erhalten wir wieder einen positiven Schubgewinn P/P, > 1. 


Wenn p/p, gerade so groB ist, daB 


| 


verbraucht wird, daB noch 
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dann verschwindet der Schubgewinn eben, d. h. Da et ie 

Wenn p/P. Weiter wachst, wird die linke Seite der vorstehenden Gleichung kleiner als 
es tritt durch den Mantel ohne weiteres Schubverlust ein, d. h. dll ahah 

Wenn p/p, weiterhin vergréBert wird, etwa bis 


die rechte, 


/ x—l1 a [ 7 eat 1 
ie 1g ars eae / 2 di 2 a 9\ 
Pose] alae eral) 


Pp P 
ist, dann wird der Kerntriebwerksschub durch die Mantelvorgiinge gerade aufgebraucht, es bleibt 


P/P,)= 0, der Gesamtschub der Anordnung wird Null. 
__ Alle diese Falle sind konstruktiv durchaus realisierbar und wohl auch schon realisiert wor- 
den, wie die zahlreichen MiBerfolge einschligiger Versuche beweisen. 

Dies gilt auch fiir den Fall noch gréBerer P/P2-z- B. daB gerade alle in F, vorhandene kinetische 
Energie J*/M* wahrend der Riickverdichtung auf den AuBendruck verbraucht wird. was dann 
gelingt, wenn | 


idsweraalinig 
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‘ist. Die gesamte Triebswerksanlage wirkt trotz allen Energieverbrauchs dann gerade wie ein 
' Pitotsches Staurohr, hat also insgesamt nur Widerstand. 
| Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, da8B die Strahlmischung méglichst bei Uberdriicken 
tber den Ruhedruck der AuBenluft stattfinden muB, damit nach der Mischung eine Entspannung 
auf den AuSendruck und méglichst nicht eine Verdichtung auf ihn notwendig wird, d.h. daB 
grundsatzlich melotartige Unterdruckmischdiisen schlechter oder unbrauchbar und _stau- 
strahlartige Uberdruckmischdiisen giinstiger sind. 

~ Da demnach Unterdruckmantel nur im Stand und bei sehr niedrigen Bewegungsgeschwindig- 
keiten Vorteile versprechen, werden sie uns hier nurmehr vergleichsweise oder fiir Bodenanlagen 


beschaftigen. 
g) Abhangigkeit des P/P) vom inneren Wirkungsgrad des Kerntriebwerkes. 


Das Verhaltnis der kinetischen Strahlenergie zur gesamten Strahlenergie der verschiedenen 
Strahltriebwerke, gekennzeichnet durch die Strahl-Machzahl, ist auBerordentlich verschieden. 

Bei Raketen nahert es sich unter Umstanden 50%, bei Turbinentriebwerken liegt es um 
10% und bei Verpuffungsstrahlrohren sinkt es auf wenige Prozente ab. Fiir die grundsitzliche 
Anwendung der Impulsheizung auf die Abgase dieser Triebwerke ist es daher wissenswert, wieweit 
die erreichbare Schuberhéhung P/P,) von diesen inneren Wirkungsgraden abhangt. Man kann 
zu diesem Zweck die Gleichung (24) in der Form schreiben: 
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_ In vielen, praktisch wichtigen Fallen wird das P/ Po ttberwiegend durch jene Glieder bestimmt, 
die M, E und J enthalten. d.h. es wird mit 


/ VN el \e— 1 
2ME_ py =| i otal 
| we 1 ie i | 


wachsen. G:oBe ME/J?, d.h. groBe Verhaltnisse der gesamten zur kinetischen Energie oder 
Kleine Strahlmachzahlen laut (12a) bedeuten aber nichts anderes, als kleine thermische Wir- 
kungsgrade. , 
_ Man wird unter sonst gleichen Verhaltnissen daher mit Kerntriebwerken schlechten inneren 
Wirkungsgrades, d.h. kleiner Strahlmachzahl, z. B. Verpuffungsstrahlrohren, héhere Schub- 
verbesserungen zu erwarten haben, als z. B. mit Turbinentriebwerken oder Raketen. 

Da der Mantelschub durch die thermischen Abfallenergien und der Kernschub durch die 


,niitzlichen* kinetischen Energien bestimmt wird, ist dies ganz natiirlich. 
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Der Einflu8 des thermischen Wirkungsgrades ist oft gr6Ber, als der an sich groBe ee mi 
Mischkammerdruckes. Praktisch legen die ME/J* zwischen etwa 10 und 40, wahren ief 
a . . ci . | 

lt spins ~ | bei den hier zunachst behandelten hohen Unterschallgeschwindigkeiten sich 
zwischen 0,05 und 0,1 bewegen, und das zweite Glied unter der Wurzel immer nahe an | bleibt. 
Die Unterschiede in den Schubfaktoren kénnen also infolge der Wahl verschiedener Kern-) 
triebwerke gréfer werden, als infolge verschiedener Mischkammerdriicke. | 


IIT. Beispiele. 


8. Durch Raketenabgase beheizter Luftzumischmantel. Gegeben sei eine HOO mit den | 
Strahl-Kennwerten 0) = 0,02 kgsec?/m*, vy = 2000 m/sec, Fy, = 0,04 mo) T= SOS daha 
Oo Fy = 1,6 kg sec/m, 09 Fyv? = 3200kg, Oo Fovo(v3/2 +8 ep De) = 6,720 000 kg m/sec (= 90000 PS).\! 
Die an der Raketenmiindung noch gebundene Dissoziationswarme betrage 3,620000 kg m/sec,| 
entsprechend einem unteren Gemischheizwert der Raketentreibstoffe von 1540 keal/kg. DieF 
Strahlmachzahl ist vp/a)—= 2,63, das Entspannungsverhaltnis der Rakete p;/p) = 23. Es sind] 


giinstige Anordnungen von schuberhéhenden| 
% Luftzumischmanteln bei den Fluggschwindig- 
se keiten 0 und 800 km/h anzugeben. 
Bei v = 0km/hkommt naturgem4aB nur eine 
| Unterdruckmischkammer in Frage. Da Eigen-} 
a Widerstande des Mantels hier wenig ausmachen) 
und der Schub im Stand mit den Zumischmassen } 
bekanntlich unbegrenzt wachst, laBt sich eine? 
490 1 OptimalgréBe fiir diesen Fall nicht angeben, | 
wie auch die Differentiation der Gleichung (24}) 
nach Fy zeigt. | 
| 


6,95 


160 ] Wahlt man willkiirlich einen Durchmesser 
des F,- Querschnittes von 2m, ferner denZustand 


S 
S RN 
ey N IN der AuBenluft entsprechend der Normatmo- 
130 & BN sphire und 1a8t den ebenfalls willkiirlich wahi-. 
N ~ baren Mischkammerdruck p, zuniachst offen, so 
ie Ae < folgen mit F,,—= 0 und v= 0 ausden Gleichungen 
Ss a ea eS Fel? (5a) bis (7a) die Werte fiir M, J und E in Ab- 
NU Ge Ode ak a OSM NET © OS ROI MAO Aint hte te 
eR see eee: ; : hangigkeit von p/p, und aus Gleichung (24) des} 
Abb. 5, Abhangigkeit des Schubquotienten P/P, einer Unter- entsprechende Schubkoeffizient. 
druckmischkammer im Stand vom Mischkammerdruck mit und Es ist bekannt, daB P/P, — ] wird fiir } 


obne Riickdissoziation des 1750° K heifSen Raketenstrahles, 


P2/p—1, ebensofiir kleine Werte von p,/p. Daher 
mu} es notwendig einen besten Wert fiir p,/p hinsichtlich Schuberhéhung geben, den man durch| 
Differentiation von (24) nach p,/p zu etwa 0,7 bestimmen Rann, wie auch die Darstellung dieser) 
Gleichung in Abb. 5 (ohne Riickdissoziation) zeigt. P/P, wird dort rund 2,3, d. h. der Gesamt-) 
schub steigt durch die Ummantelung von 3,2 Tonnen auf 7,3 Tonnen. Pa®t man die Raketen-: 
diise den neuen Druckverhaltnissen an, so wird P [Po= 33, die Auspuffgeschwindigkeit me 
auf 2080 m/s, und es folgt noch ein kleiner zusatzlicher Kernstrahlschub von 0,13 Tonnen, mit. 
dem die Gesamtrechnung zu widerholen ware. Hat der Enddiffusor der Ummantelung einer} 
von Eins verschiedenen Wirkungsgrad, so erreicht man nur einen etwas héheren Mischkammer-j 
druck py, der nach Abb. 5 wegen des flachen Schubmaximums nur wenig auf P/P, einwirkt. 

Zum Druckabfall auf 0,7 p gehért eine Einstrémgeschwindigkeit von 238 m/s und eine zu-| 
gehérige Einstrémmachzahl von 0,72. Der Mischungswirkungsgrad wird etwa 55%, und die? 
Gemischmachzahl nach (12a) bleibt ausreichend iiber der Kinstrémmachzahl, um den Wieder+| 
anstieg auf den AuBendruck zu sichern. 

Mit Hilfe von (16) bis (23) lassen sich die gewiinschten iibrigen GréBen berechnen. Die Ab-} 
messungen dieser Ummantelung sind in Abb. 6 dargestellt und erinnern an Windkanalverhalt- 
nisse. Thre Anwendungsmdglichkeiten fiir sehr langsame Luftfahrzeuge, Starthilfen oder Land- 
und Wasserfahrzeuge erscheinen daher zweifelhaft, dagegen sind diese Unterdruckmantel fiir) 
bodenfeste Versuchsanlagen interessant, z.B. um Raketenmotoren bei niedrigen Diisenmiin-}} 
dungsdriicken oder ganze Raketengerate bei hohen Anstrémgeschwindigkeiten zu untersuchen, 
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ferner fiir Unter- und Uberschallwindkandle sehr groBer MeBquerschnitte mit Raketenantricb 
besonders durch Hochdruck- Niedertemperatur- (z. B. Wasserdampf-)-Raketen. ie 
Bei der bisherigen Rechnung wurde noch die Méglichkeit auBer acht gelassen, daB die erheb- 
liche Dissoziation des Raketenstrahles wiahrend des relativ langdauernden Mischvorganges trotz 
der sehr betrachtlichen Abkiithlung der Feuergase nicht einfriert, sondern zuriickgeht, also die 
_eingangs erwahnte Dissoziationsenergie das Mischgut zusatzlich aufheizt. . 
peek eae M und J natiirlich unverandert, wihrend E entsprechend wachst und dadurch 
eo Sseaec a laut (24) sich in der in Abb. 5 (mit Riickdissoziation) dargestellten 
| Das Mischkammer-Druckoptimum liegt nun bei p,/p = 0,9 und vermindert den dort besten 
| Schubquotienten auf Pe 1,6; der Gesamtschub steigt also dann von 3,2 Tonnen baat 
| 5,1 Tonnen. Die weitere Warmezufuhr durch Riickdissoziation und eventuell Nachverbrennung 
der Feuergase wirkt daher in der Unterdruckmischkammer sehr verschlechternd auf den Schub- 
gewinn. In diesem Falle wiirde also auch eine starke Relaxation der Wirbelumwandlung in Warme 
vorteilhaft sein. | 
Mit von Null weg steigender Fluggeschwindigkeit findet man bei der Manielauslegung einen 
Bereich mit zwei optimalen Mischkammerdriicken, je einen unter und einen ither dem AuBen- 
'druck der ruhenden Luft. Der erstere wird mit wachsendem v bald bedeutungslos, so daB bei 
) den praktisch interessierenden Fluggeschwindigkeiten nur die Uberdiuckmischkz Sayer in Frage 
| kommen. | 
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Abb. 6. Unterdruckummantelung einer 3,2-Tonnen-Rakete fiir die Fluggeschwindigkeit v= 0 km/h und mit einem Schubsteigee 
rungsfaktor yon P/P, = 2,36 bei p,/p = 0,7 (Hochgeschwindigkeits-GroBwindkanal mit v, = 238 m/s). 


Die optimalen Schuberhéhungen werden dabei am gréBten am Stand oder bei sehr niedrigen 
Fluggeschwindigkeiten (Bereich guter Melot-Wirkung), durchlaufen einen Bereich sehr mafiger 
Werte bei mittleren Unterschallgeschwindigkeiten, um schlieBlich bei Annaherung an die Schall- 
geschwindigkeit (Bereich guter Lorin-Wirkung) wieder zu gréBeren Werten anzuwachsen, die 
jedoch noch weit hinter den hohen Anfangswerten zuriickbleiben. Erst im Uberschallbereich 
wird der Uberdruckmantel dem Unterdruckmantel im Stand gleichwertig. 

Im Flug bei v = 800 km/h ist der Luftwiderstand W des Mantels fiir die Optimalauslegung 
mitzuberiicksichtigen. Man kann wieder die Schuberhéhung (P—W)/ Po als Funktion der zu be- 
stimmenden Griffen F, und p,/p ausdriicken und findet deren Optimalwerte z. B. zu den in 
Abb. 7 dargestellten Verhaltnissen mit p,/p = 1.2 und einer Schubsteigerung um etwa 20%, was 

einem Schubbeiwert des Mantels von rund c, = 0,2 entspricht, also bei den hier getroffenen An- 
nahmen voller Riickverwandlung der Dissoziation und Turbulenz in Warme schon um 30% des 
‘aus einem gegebenem Staustrah]mantel iiberhaupt méglichen Schubes. 

_ Wahrend die Unterdruckmischung Erweiterungen der Eintritts- und Austrittsquerschnitte 


: 


zeigte, sehen wir an der Uberdruckmischkammer die bekannten Verengungen dieser beiden Quer- 


schnitte. 
Insgesamt wird man aus den maBigen Schuberhéhungen dieses Beispiels den Schluf ziehen, 


daf die Impulsheizung des Staustrahltriebwerkes durch Raketenabgase nur bei besonderen Ver- 
haltnissen technische Bedeutung haben diirfte. 


9. Durch Turbinentriebwerks- oder Verpuffungsstrahlrohr- Abgase beheizter Staustrahlrohr- 
mantel. Es seien die notwendigen KenngréBen des ein- und austretenden Gasstrahles eines 


Strahltriebwerkes maBiger Strahlmachzahl bei der Fluggeschwindigkeit 200 km/h gegeben. Es 
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ist die Anordnung einer Staustrahlummantelung mit héchstem Schub zu suchen, wobei sich die 
Strémungsgeschwindigkeiten um TriebwerkseinlaB und AuslaB nicht andern sollen, wahrend die 
Fluggeschwindigkeit v = 800 km/h betragt. 

Man wird eine Anordnung gema8 der Abb. 4 wahlen, wobei das Kerntriebwerk im Innern des 
Mantels in der adiabatisch gestauten Luft in einem Klima von zwar gleicher Umstrémungs- 
geschwindigkeit von 200 km/h wie im Ausgangszustand, aber mit erhéhten Werten von Druck, 


8250 
5820 


Abb, 7. Theoretisch optimale Ummantelung einer 3,2-Tonnen-Rakete mit dissoziiertem Abgasstrahl fiir dic 
Fluggeschwindigkeit »v = 800 km/h und miteinem Schubsteigerungsfaktor von P/ P, = 1,195, (Gesamtschub 
3,28 Tonnen, Mischkammerdruck p, = 1,2 p, Massenverhiltnis m,/m, = 1: 16,9). 


Dichte und Temperatur arbeitet. Infolge dieser Klimatisierung allein steigt der Schub um 15% 
der Brennstoffverbrauch um 17%. 

Unter Beriicksichtigung des Mantelwiderstandes kann man wieder mit Hilfe von (5a) bis (7a) 
und (24) den Schubkoeffizient als Funktion der Mantelquerschnittsflache F, darstellen und er- 
halt ein flaches Maximum z. B. in der Gegend bei F,/F, = 2,3 von (P— W)/P)= 1,2. Der Ge- 
samtschub steigt durch die Ummantelung vom Normalwert bei 200 km/h auf einen 20% hidheren 
Wert bei 800 km/h ohne merkbare Anderung des Brennstoffverbrauches, also unter Verviel- 
fachung des Gesamtwirkungsgrades. Die praktische Bedeutung dieser Anordnung liegt weniger 

4p in dem mabigen Schubgewinn an sich, als in dem 

400 : Umstand, daB der erhéhte Schub noch bei einer 
kg Fluggeschwindigkeit zu erwarten ist, bei der die 
= Funktion eines bloBen Verpuffungsstrahlrohres 


ele iiberhaupt fraglich ist. Der Mantel tauscht dem 
| wot’ Kerntriebwerk bei 800 km/h Fluggeschwindig- 

= L 2 paultt { keit noch die ihm angenehmeren Verhaltnisse 
leat mit 210 — oct von 200 km/h vor, insbesondere die niedrigere 
mit tele Diffusoreinstrémgeschwindigkeit, das um fast 

feseectala = Re yy, einen Flugstaudruck erhéhte Innendruckniveau 
<i des Kerntriebwerkes und damit die Kompensation 

Ms ty der hohen zusatzlichen Offnungsdriicke auf die 
Luftventilklappen und die verbesserte Luftzu- 

fiihrung von riickwarts fiir die Luftvorlagerung. 

0 700 Ti aa ri oom Wahrend der Wirkungsgrad des erwahnten 
Abb, 8. Schubyeclauf eines Verpuffungsstrahlrohres mit und Beispielstahlrohres eee a oe ps oo % 
ohne Ummantelung. betrug, kann er durch die Ummantelung bei 


v = 800 km/h auf 8 % gesteigert werden, kommt 
also den bekannten Wirkungsgraden bloBer Turbinenstrahltriebwerke schon recht nahe, so 
dafs die Reichweite von so ausgeriisteten Flugkérpern sehr betrachtlich werden kann. 


Abb. 8 zeigt den ungefahren Schubverlauf iiber der Fluggeschwindigkeit eines Verpuffungs- 


Do 
strahlrohres ohne Ummantelung, mit dem vorstehend erliuterten frei im Luftstrom stehenden 
Mantel und schlieBlich noch mit ei 


nem so in einem vorhandenen Flugzeugrumpf oder Fliigel ein- 
gebauten Mantel, da durch ihn keine zusitzlichen Widerstande entstehen. 

| Die Ummantelung bewirkt, daB der Schubverlauf des Verpuffungsstrahlrohres ahnlich dem 
eines Turbotriebwerkes wird. Dieser dem Verpuffungsstrahlrohr sehr giinstige Umstand 1]aBt 
zugleich erkennen, daB die Wirkung der Ummantelung auf ein Turbotriebwerk weitaus geringer 
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bleibt, da dessen normale Einrichtun 


2 g schon einen groBen Teil der durch die Ummantelung aus 
geniitzten Effekte vorwegnimmt. 


10. Durch Kolbentriebwerks-Abgase beheizter Luftzumischmantel. Ein 4000-PS-Kolben- 
triebwerk liefert bei 800 km/h Fluggeschwindigkeit etwa 950 kg Schraubenschub und rund. 
3.8 kg/sec Abgase von 600° C Temperatur. Der Flugstaudruck in Bodennihe ist q = 3080 kg/m?- 
_Wollte man diese Abgasmenge mit einer méglichst hohen, z. B. 100fachen Luftmenge mischen, 
so ware das erforderliche F, = 1,39 m2 und die Temperatur nach der Mischung wire T,= (873 + 
100 (288 —-v?/2000))/101 = 318° K, damit der Mantelschub P— 2 q F,(VT;/T;—1)= 81,3kg, 
d.i. 8,5% des Schraubenschubes. 
Der Kigenwiderstand des Uberdruckmantels wurde ebenso wie der des ganzen Kolbentrieb- 
werkes aufer acht gelassen, ein allfalliger direkter Abgasstrahlschub bleibt von der Zusatzein- 


vichtung praktisch unberiihrt. Bei geringeren Fluggeschwindigkeiten verschlechtert sich, bei 
héheren verbessert sich dieses Schubverhiltnis. 


IV. Zusammenfassung. 


Die Zumischung von Umgebungsluft zu Abgasstrahlen von Triebwerken kann schuberhéhend 
wirken, wenn sie bei anderem als dem Umgebungsdruck stattfindet. 

Zumischung in Unterdruckmischkammern ist allerdings auf so maBige Bewegungsgeschwin- 
digkeiten beschrankt, daB der Bewegungsstaudruck noch nicht zu stérend auf den Unterdruck 
einwirkt. 

In diesen Fallen ergeben sich sehr erhebliche Schubsteigerungen, die die Unterdruckmi- 
schung fiir ortsfeste Unter- und Uberschall- Windkanalanlagen, Héhenpriifstande, und Land- 
oder Wasserfahrzeuge interessant machen. 

Zumischung in Uberdruckmischkammern wird dagegen um so wirksamer, je héher die Be- 
wegungsgeschwindigkeit ist, so daB diese besonders fiir Luft-Fahrzeuge im hohen Unterschall- 
und im Uberschallbereich in Frage kommt. 

Dabei ist die verhaltnismaBige Schuberhdhung unter sonst gleichen Umstanden um so groéfer, 
je kleiner die Machzahl des urspriinglichen Abgasstrahles ist, steigt also in der Richtung: 
Rakete, Turbinenstrahltriebwerk, Verpuffungsstrahltriebwerk stark an. 

Bei der letzteren Triebwerksart, die noch funktionsempfindlich gegen hohe Anblasegeschwin- 
digkeiten und geringe Luftdichten ist, 1aBt sich in Uberdruckmischkammern auBerdem eine Kli- 
maverbesserung erzielen, wodurch der Fluggeschwindigkeitsbereich und Flughéhenbereich fiir 
Verpuffungsstrahltriebwerke sehr erweiterungsfahig wird. 

Man darf von ihnen unter diesen Umstanden bei hohen Fluggeschwindigkeiten Gesamtwir- 
kungsgrade erwarten, die sich denen der Turbinenstrahltriebwerke nahern. 

Die relative Schuberhéhung ist bei Unterdruckmischkammern im Stand am gréBten, um mit 
wachsender Bewegungsgeschwindigkeit sehr rasch abzufallen und schon bei Bruchteilen der 
Machzahl Eins zu verschwinden. 

Die relative Schuberhéhung ist bei Uberdruckmischkammern im Stand Null, um mit wachsen- 
der Bewegungsgeschwindigkeit sehr rasch anzusteigen und im Uberschallbereich Hichstwerte zu 
erreichen. 


(Eingegangen am 16. Januar 1950.) 


Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. E. Sanger, Courcelle sur Yvette (S. et O.), Frankreich. 
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Erginzungen zu F. Riegels: Das Umstrémungsproblem 
bei inkompressiblen Potentialstrémungen*. 


Von E. Truckenbredt. 


1. Einleitung. Das von F’. Riegels entwickelte Verfahren zur Berechnung der Geschwindig- 


keitsverteilung an Profilen mit einfachen Summenformeln hat sich in der Praxis als recht brauch- | 
bar erwiesen, so daB es mir zweckmaBig erscheint, noch einige Erganzungen insbesondere be- | 


ziiglich der Gesamtkraft und des Gesamtmomentes mitzuteilen. 


2. Kraft und Moment. Die Berechnung der Auftriebskraft und des Auftriebsmomentes ge- | 
schieht nach Riegels durch die Gleichungen (43) und (48) der II. Mitteilung. In diesen Formeln | 
treten die von Riegels zur Darstellung der Profilform verwendeten Fourierkoeffizienten a, und | 
b, auf. Wir kénnen die Riegelschen Summenformeln auch anders schreiben, indem wir die | 
Fourierkoeffizienten entweder durch die entsprechenden Integralausdriicke ersetzen, oder sie, | 
ahnlich wie schon bei der Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung, mit Hilfe der Gaufschen | 
Quadratur in Summenausdriicke umformen. Die erste Form der Darstellung fiihrt auf sehr ein- | 
fache, im Fall der reinen Profilwé6lbung bereits bekannte, Integralformeln. Der Integrand be- | 
steht jeweils aus dem Produkt einer vom Polarwinkel y abhangigen Funktion mit den Profil- | 
ordinaten y(y). Die zweite Form der Darstellung liefert einfache Summenformeln, in denen je- | 


weils nur die Produkte der Profilordinaten y an gewissen festen Stellen der x-Achse mit gewissen 
festen Koeffizienten auftreten. 
Im einzelnen gilt: 


Auftriebsanderung mit wachsendem Anstellwinkel [nach Gleichung (43) II. Mitt.]: 


(t) 
(9) 
sin p 


Ce TS z Sh (1) 
x ia +e a ies dp =2a(1 re An 2) 
U 


Anstellwinkel bei verschwindender Luftkraft [nach Gleichung (44) II. Mitt.]: 


Kes ic x(s) 
; da 
mit 
Ghee 2 i ye) a 
*o Sas ein dp = 2 Be 2y), 


Momentenanderung mit wachsender Luftkraft [nach Gleichung (50) II. Mitt., umgeformt]: 


1 


dem 1 3 co I 12 
dae ae 5 Pt 1)’ 6, 4 3 2 by) 


It 1 + cos 


i) 


RE de 1 (ioe no sinor dy) 
aarae ( yay ‘in geaw) 


ala 4"5'c 3 ¥(t) 
4 = 4m Vm © 
Moment bei verschwindender Luftkraft [nach Gleichung (49) IT. Mitt.]: 
th fioleds penne ae 
Cm >} — 8 — s ; mz 
25 ic 1 —cos Nye 7 Dy 2y). 


0 
Aus der Theorie der diinnen Platten (y) = 0) ergibt sich auBerdem: 
Anstellwinkel des stoBfreien Eintritts [nach Gleichung (37b) II. Mitt.]: 


“ m N—1 
a = » (29 — Naa —— (OF yihdp= 3S En, 2y). 
1 a (9) eS 
0 


sin? p 


* FF. Riegels, Ing.-Arch. 16 (1948), S. 373 (I. Mitteilung) und Ing.-Arch. 17(1949), S. 94 (II. Mitteilung), 
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Auftriebsbeiwert des stoBfreien Eintritts: 


Ca, = 


2 7 (ds — a) = — 40 Svan —4 | 
1 
0 


Wir erwahnen noch den bekannten Zusammenhang & — 


Die Konstanten 4A,, bis F., 
Hinterkante) wie folgt: 


Ye) 
sin? 


errechnen sich fiir die Stellen &,, 


(s) eee 


dy = = Ke 2 y), 


l 
5 (1 +-cosq@) (g = 0 Hinterkante). 


— (1 + cos™) (i= 0 


a 


aR eae eas ee 
Am ¥( a 2 cy, ‘SON ; 
sin - 
1 L( 1)" 
a Ny BE Silkibs 
ai mm (— 1)” mm 
Cn = ay (3 sin FF (1 — (= 84 )8 5R) — Ge ee 
a {1—(—1)™ 
De 2 = com 
1 — cos —— 
ie eee (1) | a) 
Em v( ajuma- WN 2 
sin? — 1 + cos == 
m N m 
p22 (1=n s reat (an) 
sin? ™ 1 + cos == 


Diese Konstanten sind fiir N = 12 berechnet und in Tabelle | zusammengestellt. 


Tabelle 1. Quadraturkonstanten zur Berechnung der Auftriebskraft, des Anstellwinkels 


und des Auftriebsmomentes (IN =: 12). 
E,/I | pe é De | Ey ES 
1 0:98 297 | 0.64395 | —4,89 189 3,84 064 | —7,93 704 | —2, x 322) 15.63:328 
2 0,93 302 0 0 —1,74103 | —0,22 673 0 
3 0,85 356 | 0,23570 | —0,56 904 1,31 485 | —1 07 896 | —0, 3 571} 2,09 440 
4 0,75 000 0 0 —(,64 952 | —0,13 091 0 0 
5 0.62 941 | 0,17255 | —0,22 487 0.76 521 | —0,42 099 | —0,04 623 | 1,12 238 
6 0,50 000 0 0 —0(.,25 000 0 0 0 
7 0,37059 | 0,17255 | —0,13 240 0,40 794 | —0,14021 0.04623} 1,12 238 
8 0.25 000 0 0 —0.07216 0,13 091 0 0 
9 0,14645 | 0,23570 | —0,09 763 | —0,01 849 0.03 178 0,23 571} 2,09 440 
10 0,06 699 0 0 —0,00898 0,22 673 0 0 
11 0,01 704 | 0,64 393 | —0,08478 | —1,13 545 0,11 971 | 2,40 322 | 15,63 328 


3. Geschwindigkeitsverteilung. Zur Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung erscheinen 
mir vom praktischen Standpunkt aus einige geringfiigige Uminderungen in Gleichung (51) der 
Il. Mitt. zweckmaBig. Der letzte Ausdruck im Zahler der Gleichung (38) der IL. Mitt. laBt sich 


auch in folgender Form schreiben: 


P sin vp b, agate 


Unter Anwendung der Gaufschen Quadratur la®t sich dann die G-Summe in Gleichung (51) der 
II. Mitt. wie folgt darstellen: 


ies [C0 —— ((1 — cos vg) b, — (1 — cosq) bo» )| ; 


sing 


N 
Oy iG v= = S (Gy n a A Ge n) 2 yl) 
1 m=1 
wees m-+1 a eS nm le (all Niyn am 
mit Viger ae (2 iy Che (ah) a) tS sv 1- 
2N 1 a 2N Teecog 
Be a. N 
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Unter Beriicksichtigung der Bezcichnungen von Riegels kénnen wir auch schreiben: 


A C= 7 Gyn Bmw + Gy, No Nea ; 
Big a (= Nats te Pandas 1G L Lee Dae 
mit mN = (— 1)Nt+™ tg — Ne : i 
: ae ae 1-+ cos es 
N 
Bedenken wir, daB die Profilneigungen an der Hinterkante und Vorderkante durch die Ausdiiicke | 
dy) = @) d dy) PSs: 2 y(t) | 
—=— (0) = — By—m,n 2 y\ “ (7) = is 
dy (0) = NSN eye ey dy ( ) : Nay 


gegeben sind, dann kénnen wir die Identitat mit der Formel von Riegels nachweisen. | 

Bei der numerischen Auswertung der Gleichung (51) der II. Mitt. erfordert der Nenner im | 
Vergleich zum Zahler einen nicht unwesentlichen Aufwand. Da aber der Summenausdruck in 
der Wurzel nur eine Korrektur fiir die Stellen des Profils starker Kitimmung (Vorderkante) dar- | 


stellt, méchte ich vorschlagen, den Nenner durch seinen urspriinglichen Ausdruck |c, + y,2 zu 


ersetzen. Die Profilneigung y’ = d a /dg nach dem Polarwinkel kann man leicht fiir Ober- und 


Unterseite auf graphischem Wege ermitteln. 
Insgesamt schlage ich vor, Gleichung (51) der II. Mitt. wie folgt abzuadndern: 


W N= NV 
7 == Jeose ( Ge tee 2 ©) + 3) Ce, 2 7) 
m=1 m=1 


[aaeeee 
N—1 
+ sina ( b,, | —b >) LE a 2) A 


m=] 


Hierin bedeutet: 
Oberes Vorzeichen = Profiloberseite 
Unteres Vorzeichen — Profilunterseite 


Crs — C= Cres n= | b,,| (Gra | AG 4 


€ Die neuen Konstanten C*, und H,,, sind fiir 

~~ N= 12 in den Zahlentafeln 2 und 3 mitgeteilt. 

Gegeniiber der Formel von Riegels sind zwar 

in der eckigen Klammer einige Produkte mehr 

zu berechnen, da fiir die Konstanten C*, und Hs 

fiir die ungeraden Werte n= 1, 3,5... nicht 

Abb. 1, Symmetrischer Profiltropfen: y — a te. die Vereinfachung besteht, daB sie fiir |m— n| 

i =2,4,6...verschwinden. Die neue Darstellung 

bietet aber den Vorteil, da einmal in der G-Summe nur die Profilordinaten y\) vorkommen und 

daf zum anderen die Profilordinaten y) nur in einem Summenausdruck auftreten. Man wird also 

zweckmaBigerweise zuerst die Stellen n — 2,4, 6... berechnen und je nach Bedarf die Zwischen- 
punkte n— 1, 3,5... nachholen. 


4. Einfache Sonderfille. Zu den von Riegels mitgeteilten einfachen Sonderfallen wollen wir 
noch drei neue hinzufiigen. 


a) Die Kontur eines symmetrischen Tropfens mit veranderlicher Dickemiicklage kann man 
wie folgt beschreiben: : 


Cle) eee hg Pe22% 
— t a = 
V(e) == 0 ery: Mit G==-5 B und b= a 


Alle Gré8en sind durch die Profiltiefe 1 dimensionslos gemacht, und es bedeutet t die gréBte Dicke 
und &, die Dickenriicklage. Die Dickenriicklage kann zwischen 0 und 1 veradndert werden, wobei 
die Profilkontur stets wendepunktfrei bleibt. An Vorder- und Hinterkante lauft das Profil in | 
eine Spitze aus (Abb. 1). | 
Bs sh 1 ; ; : 
Fiir den Fall & = o ergibt sich mit b= 0 das bekannte Parabel (Kreisbogen)-Zweieck. 
Die Quellbelegung auf der x-Achse ergibt sich zu 
q() = ee eaten cmennces 
ee ee (1+ bp 

Aus Gleichung (33) der II. Mitt. folgt dann, der Einfachh 


strémung angegeben, die Geschwindigkeitsverteilung VAN 


eit halber nur fiir symmetrische An- 
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: Beis 1+6 : 
| | ‘ AAT 
worl. an (1+ bE? (! t—— In (1 +b) Nig SS cea oe s) 
b) Ahnliche Profilformen erhalt man, wenn man zwei Parallelbégen fitr Vorder- und Hinter- | 
teil verwendet. 


Le. 
7 = 


ya=s[-(z)| (0 <é <4), 
=H @ <850. 


Die Geschwindigkeitsverteilung bei symmetrischer Anstrémung errechnet sich dann zu 


W 1 alla a) é 1 8, ess | \1) 
— | | t t ‘ 
yeaa t+ Oe eal) ta Se eh 
An der Stelle é = &, ergibt sich 
W t 1 
W ag it eee 
v| Le : a ge &,(1—E)) 


An dieser Stelle hat die Geschwindigkeitsver- 
teilung infolge des unstetigen Kriimmungsver- 
laufes die bekannte senkrechte Wendetangente 
(Abb. 2). 
c) Benutzt man den beim ersten Beispiel ver- 
& wendeten Ansatz zur Beschreibung einer ditnnen | 
gewolbten Platte mit veranderlicher Wolbungs- | 
ricklage, dann gilt: | 


10 


Sore (ies) F waits 
ie MS) Oar aos a nm == i 
1—2 
und — Zia 
oF 


He Dabei ist f die gréBte Wélbung und & die Wél- 
bungsriicklage (0 <& <1). 


Durch Einfithrung der Polarkoordinaten 


g05|- y=08 ae SSS (i + cosy) formen wir wie folgt um: 
~~ zwei Parabelbogen ae) sin? | 
= Nao S sirmt eeee 
, pS aera a: 
0 y og 8 I hee 
oe ee ae 
ie Seer Sa re. 


~ 806} Setzen wir jetzt diese Forme! in die Integralfor- 
meln des Abschnittes 2 ein, dann lassen sich 

Abb. 2. Geschwindigkeitsverteilung an symmetrischen oi 1 1 il- 
Patanopieaty Ca ueeeine nach Ausfithrung der Integrationen die Profil 

eigenschaften wie folgt finden: 


Nullauftriebswinkel = == ian 9 
1—é f 
(Oo 
Nullmoment Ce was z =) 3 
9 os 1 — cp 
Lage der durch die Wélbung hervorgerufenen Auftriebskraft €, = - [1 +& (8 — 2 eis 
1—2 
Anstellwinkel des stoBfreien Eintritts «, = Acne Rae 3 
2 (1S) | 
f f 
Auftriebsbeiwert des stoBfreien Eintritts c, = | eee | 
ee 95)) 


(Eingegangen am 20. Januar 1950.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. E. Truckenbrodt. (20b) Braunschweig, Andreeplatz 5. 
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Berichtigung 
Zu meiner Arbeit in Bd. XVII, S. 94 des Ingenieur-Arch.: ,,Das Umstrémungs- 


problem bei inkompressiblen Potentialstrémungen (II)*. 


Von F. Riegels. 


5.97, Zeile 26 und 34: Normalgeschwindigkeit (statt Abwartsgeschwindigkeit) ; 
Gl. (28) unter der Wurzel: x? (statt x) 


S. 98, Gl. (30) und (33) letzter Klammerausdruck: (2/1) y (statt y). 


p01, (Gl. (51): C,,, (statt_C,) und in der Klammer im Nenner: — (statt -|-) 
Zeile 8: yon m (statt y2n_,). 


2 


©: 102, Formel fiir 4,,,. Gan? + (statt --); Formel fir B,,,, Dun: m—n (statt_ m — zz). 


S. 105, nach Gl. (69): d) = 1-4-1, (start ee I) Gl. (71): —2f (statt 2f). 
Fiige unten auf S.102 hinzu: 


aA Lees, Re il ! 1 nN pate 
a, = — > sin =, ft 5 7 COS Hy == ta. 
AmoN=ne= — As [ope UE SS yd Se ih 
Contant G, « Done n= — Dons 
| De ee 
EEO ark Cee Cua = + ) 
N(1 + cos 5) 


(Eingegangen am 19. Juni 1950.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Fritz Riegels, (20h) Gittingen, Zeppelinstr. 4. 


330 Eschler; Ermittlung der Eigenschwingungszahlen. Ingenieur-Archiv | 


Zur Ermittlung der Eigenschwingungszahlen der in ihrer Mittelebene 
belasteten Rechteckplatte. | 


Von H. Eschler. 


1. Einleitung. Wahrend die Biegungsschwingungen einer in ihrer Ebene belasteten, am Rand | 
eingespannten Kreisplatte von K. Federhofer? behandelt wurden, scheinen die Biegungs-- 
schwingungen der durch gleichmaBig verteilte Randdruck- oder -zugkrafte beanspruchten Recht-; 
eckplatte auBer fiir den einfachen Fall einer allseitig freien Stiitzung” noch nicht naher unter-; 
sucht zu sein. Wir stellen uns im folgenden die Aufgabe, neben der strengen Lésung fiir zwei ver-- 
schiedene Auflagerbedingungen Naherungsformeln fiir samtliche Eigenschwingungszahlen unter} 
beliebig vorgegebenen Randbedingungen zu entwickeln und die Brauchbarkeit dieser Formeln) 
an Hand der exakten Werte zu itberpriifen. 


2. Grundformeln. Die Auslenkung eines Punktes x, y der Mittelebene der Platte zur Zeit 4) 
sei €. Dann lautet die Differentialgleichung der Biegungsschwingungen einer auf den zwei Sei-) 
tenpaaren x —0 und x =a bzw. y =0 und y —b mit den Druckkraften je Langeneinheit Pr: 
bzw. po belasteten Rechteckplatte 

PE aC oC 
NAAC +Pizgs T Peg Tehae =. (1) 
Hierin ist 9 die Dichte und N = Eh?/12 (1 — »?) die Biegungssteifigkeit der Platte, wenn h die 
Plattendicke, E den Elastizitatsmodul und y die Querdehnungszahl bezeichnen. 
Mit 
€ =w(x, y) sin (wt +e), (2) 
wobei w eine Funktion von x und y allein sein soll und w die Kreisfrequenz bedeutet, erhalt man’ 
aus (1) fiir die Eigenfunktionen w die Differentialgleichung 


0? w 02 w 
NAA GPa sy Pune CeO (3) 


Ist im besonderen die Platte auf den zwei Seiten y —=0und y —6 frei gestiitzt, so kénnen wir 
w in der Form 


w =f(x)sin 2 (mn =1,2,3...) 


ansetzen, womit den Randbedingungen 
w=0, | 
Atay ane fury = 0 und yy —_b 


geniigt ist. Aus (3) folgt dann fiir f(x) die gewohnliche Differentialgleichung 


d‘f 70" a CGP tae at a* \ | 

ax (2m gs P) Te +5 ("a pte) eee (4) 

mit den Abkiirzungen | 
_ @ py b’p atoh 

Pi =aN? P, =a und Nae ors (5) 


Die potentielle Energie U der Platte ist gegeben durch 


eee Gy 4 BN |g He OL ao \*] pi (2b) __ Ps (ace 
lee I \Gye reer ga vet see) | 2 (52) i() faeay, 


© IK. Federhofer, Ing.-Arch. 6 (1935), S. 68. 
2 A, Nadai, Die elastischen Platten, S. 262 und 263. Berlin 1925. 
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wahrend fiir die kinetische Energie T gilt 


h : 
tol | eaedy. 


Mit (2) erhalt man daraus fiir die maximale potentielle bzw. kinetische Energie 


= f PM 4g MeV 9 Mm Hw soy yy (Btw \ 
Unex=[ ft3 0x2 a dy? | 2055 Oy? -2 (1 ”) (aby) | 


6) 
mee dw c P2 (Ow 2 ( 
265) —3()] ee 
bzw . 
gh 2 
f bis = of [wdxdy, (ai) 
woraus nach der Energiegleichung 
2 YU nax 
Dresses = 
“i oh ffwdxdy (8) 


folgt. 


I. Strenge Lésungen. 


3. Die auf den Seiten x= 0 und x — a eingespannte und auf den Seiten y=0 und y= 5 
frei aufliegende Platte. Im Falle von in der x-Richtung symmetrischen Schwingungen werde 


x 1 a 1 
ee tie wy (= ms = + BGoj x0 (= — z) 
angenommen, welcher Ansatz (4) dann geniigt, wenn 
2 P? 2 4 hao 
Ad Ee ed a °) 


Aus den Randbedingungen 


200— 0 
Ow fir « =0 und x =a (10) 
= 
erhalt man das Verhaltnis der beiden Beiwerte 
a) 
2 Maer 8 
B cos 


und die zur Bestimmung der Eigenwerte / dienende Gleichung 
ytg = +6897" <0. (11) 
Analog bekommen wir mit 
Pes Csingy = | am) Sino (= = a 


fiir die in der x-Richtung antisymmetrischen Schwingungen 


,) O00 
G Sin 
Dr in 
2 
und 
y ote = — 6 6tg% = 0. (12) 


Werte von A sind in Tabelle 2 von Ziff. 6 fiir den Grundton bei verschiedenen Seitenverhalt- 
uissen a/b und verdnderlicher Belastung angegeben. Man erhilt sie als die niedrigsten Wurzeln 
von (11) mit n =1. Tabelle 3 enthalt 4 fiir einige Oberténe der quadratischen Platte. 

may 
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4. Die auf den Seiten x = 0 und x= a ganz freie und auf den Seiten y — 0 und y = 6 frei 
aufliegende Platte. Da ein auf die Seiten « = 0 und x = a wirkender Druck hier kaum von prak- 


tischer Bedeutung sein diirfte, nehmen wir p, = 0 an. 
. . . . * | 
Macht man fiir die symmetrischen Schwingungen in der x-Richtung den Ansatz 


f (x) =A’ cos my’ ie = a LB’ Go} 8" (; a Z| 


so folgt durch Einfiihren dieses in (4) 


2) ee ; 5 a 
5° f =| n? i P,+R Fn’ se . 


Da an den Randern x —0 und x =a Biegungsmoment und Stiitzkraft verschwinden miissen. 


gelten die Randbedingungen 


0? w dw 

Ox? elega =0, 

aoe . 28 ap fir xe 0 wad “ e=a7 (13) 
ax? (2 ”") ready =0 | 


welche nach kurzer Rechnung auf den Quotienten 


, a? \ aon 
A (172 —yns a) 6017 


und die Gleichung 


fi a’ 
r my’ | asm dira o , 
ytg Zt 4 SOs ee (14) 


a 
62 — yn 
b2 


fiihren. Aus dieser ist wieder A zu ermitteln. 
Auf dieselbe Weise erhalt man fiir die antisymmetrischen Schwingungen mit 


ae / 1 , ' / 
fin =e any (28) 9 oat (22) 
das Verhaltnis 
2 / 
(ieee Neg CO 
C mC yn Jain 5 
D’ : 
(v" + yn ) sin = | 
und die Beziehung fiir 7 
ny! pea vn oo : iY 
, v Wai fa Tt 
OE Nee a 09) 
é TP be : 


In den Tabellen 5 und 6 von Ziff. 8 sind einige Zahlenwerte von A zusammengestellt. 

Es wird spater von Wichtigkeit sein, da® n keinen Einflu8 auf die Anzahl der Nullstellen der 
Funktionen f(x) im Intervall 0 < x < ahat. Diese Anzahl hangt vielmehr nur davon ab, der | 
wievielten Wurzelserie A angehért. 

Die Gleichungen (11), (12), (14) und (15) gestatten auch, die zugehérigen Knickungsaufgaben | 
zu erledigen. Man braucht hierin nur, wie aus (3) und (5) ersichtlich, 2 = 0 zu setzen. 

‘ Grundsatzlich lassen sich streng auch schwierigere Aufgaben als die soeben behandelten lésen. 
och ist die dabei zu leistende Rechenarbeit sehr gro®. Das zeigt schon das Beispiel der vierseitig 
eingespannten, in ihrer Ebene aber unbelasteten Platte!. Wir wollen deswegen im zweiten Teil 
Naherungsformeln ableiten, welche eine schnelle Ermittlung der Kigenschwingungszahlen nicht | 
nur fiir die bisher entwickelten Faille, sondern auch fiir solche verwickelterer Natur gestatten. 


‘Vel. z. B. S. Iguchi. Ing.-Arch, 8 (1937), S. 11. 
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Il. Naherungsliésungen. 


i Naherungslisung nach Sezawa fiir die auf den Seiten x — 0 und x —= a@ eingespannte und 
auf den Seiten y = 0 und y — 6b frei aufliegende Platte. Mit den Bezeichnungen 


Sp Syee ne ly 2 a 
ne — 9 == 10 R | 
p? a , at (16) 


1aBt sich (11) wegen (9) auch schreiben: 


———= I= - Sa ae ———— a 
Vo? +B — ate s/o? +B — a +) Yo? +B +0 Bq 5 Va? +B +a <0. 


Auf Grund der graphischen Darstellung konnte K. Sezawa! bei der Unter suchung von Stabschwin- 
gungen diese Gleichung fiir den Grundton naherungsweise durch 


oe aly 
B = 500(1 + ig) 


ersetzen. Daraus erhalt man mit (16) 


2 : a? at at 
A? ===5,13 =)-2,57 ns Sn eae 1,286 P, — ne Dos (17) 
und aus dieser Formel kann man fiir gegebene Werte a/b, p, und p, leicht die erste Wurzelserie 
von A berechnen, indem man n —1, 2, 3... annimmt. 
Die einfache Form von (17) legt den Gedanken nahe, mittels geeigneter Naherungsansatze 
fiir w simtliche Eigenschwingungszahlen durch ebenso einfache Beziehungen darzustellen. Dabei 
wollen wir uns des bekannten Verfahrens von Raleigh bedienen. 


6. Die auf den Seiten x— 0 und x—a eingespannte und auf den Seiten y=0 und y= 5 
frei aufliegende Platte. Mit Riicksicht auf die in Ziff. 4 gemachte Bemerkung, daB die Anzahl 
der Nullstellen der Funktion f (x) unabhangig von n ist, kénnen wir die Eigenfunktionen w durch 
den Ansatz 


1 Nore oe (18) 


annahern, wobei X,, und Y,, die entsprechend gewahlten Eigenfunktionen des transversal 
schwingenden Stabes sein sollen. 
In dem vorliegenden Fall haben wir dann fiir X,, die Eigenfunktionen des an beiden Enden 


nay 


eingespannten Stabes zu nehmen, wahrend Y, —sin ist. Fiir die in der x-Richtung sym- 


metrischen Schwingungen gilt also 


x Sonne k fe 2 PPLE: es) (19a) 
2 LN Gr 2 2 TANGO, 2 
bzw. fiir die antisymmetrischen Schwingungen 
k x 1 k x 1 
Ae OUt z sin In (2 x) sin - Cin k,, oa z): (19b) 


Der Ansatz (18) geniigt den Randbedingungen (10), wenn die Werte von k,, aus 
k,, k, k,, “ k, 0 
tg ae + Tq 2 =——\() bzw. tg my rs rq = = 


ermittelt werden. 

Nach dem Rayleighschen Verfahren haben wir mit dem Naherungsansatz (18) die maximale 
potentielle und kinetische Energie gema® (6) und (7) zu berechnen und in die Energiegleichung 
einzusetzen. Bei der Auswertung der auftretenden Integrale macht man zweckmaBige1weise von 
den beiden in der Theorie der Stabschwingungen abgeleiteten Hilfssatzen 


g i - , at dX, BX | a* (dX \2 
[Xm dx = 4. Xn m3 dx dx? ke d x” St 


1 K. Sezawa, Z. angew. Math. Mech. 12 (1932), 5. 275:insbesondere §. 277, die Gleichungen (21) und (22). 
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und 


f/d2X \2 kA foes 
0 


Gebrauch. Mit den Abkiirzungen (5) erhalt man nach einiger Rechnung aus (8) 
ki, 2nth K(k, K,, —2) 2 va 
A? = ae b2 nt bt 
kK (kK 22) 
m2 


(i Ue ode a Nic 


mt 


(20) 


4 
Pieter 
1 bt 2 


Hierin ist 


k 
rq me fiir die in der x-Richtung symmetrischen Schwingungen, 
ik, == 


m 


k 
Ctg oe die in der x-Richtung antisymmetrischen Schwingungen. 


Tabelle 1 gibt eine Zusammenstellung der ersten fiinf Werte von k,, und K,,. 


Tabelle 1. Die Werte von k,, und K,, fir m= 1 bis 5. 


m 4 | > 
Ieee 4,73004 | 7,85320 | 10,99561 | 14,13717 | 17,27876 
(x 4,5 2) |( 5,5 zz) 
K 0,98250 | 1,00078 | 0,99997 | 1,00000 | 1,00000 


Fir m =1 wird aus (20) 
a ses 5 1130) a Y Re 4a 2 a 
5 + 2,493 n ee pe 1.247 Pj — pe Pe: 


Der Vergleich mit der Formel (17) nach Sezawa zeigt eine gute Ubereinstimmung. 

Die Beziehung (20) erméglicht also in miiheloser Form die naherungsweise Berechnung aller 
Kigenschwingungszahlen der Platte unter den vorgegebenen Grenzbedingungen, indem man m 
und n die ganzen Zahlen 1, 2, 3... durchlaufen 1aBt. Ungerade m bzw. n ergeben die Eigen- 
schwingungszahlen von in der x- bzw. y-Richtung symmetrischen, gerade m bzw. n die von anti- 
symmetrischen Schwingungen. Dariiber hinaus erhalt man aus (20), wenn 2 —0 gesetzt wird, 
auch Naherungswerte der kritischen Drucke p, und p, fiir das Ausknicken der Platte. 

Bekanntlich sind die mittels des Rayleighschen Verfahrens errechneten Eigenwerte etwas zu 
hoch. Wie groB diese Abweichungen im vorliegenden Falle sind, zeigt zunaichst Tabelle 2, in 
welcher A fiir den Grundton, also m =n 1, bei drei verschiedenen Seitenverhaltnissen a/b und 
fiir veranderliches P, unter der Annahme P1 = Pz nach (20) und, jeweils in Klammer, streng nach 
(11) berechnet wurde. Positive P, entsprechen hierbei Druck-, negative Zugkraften. Die gréBte 
Zugkraft wurde etwa entgegengesetzt gleich der Knicklast gewahlt. 


Tabelle 2. Werte von fiir die Grundschwingung b2i p; = p, nach (20), in Klammer die strengen Werte nach (11) 


Ab- é Ab- 
i ne = P, ry see P X Pe 
= 3,295 0,5 ay 4,197 0.6 aT 14,53 
(3.279) (4,173) (14,44) via 
=m) 2,854 0,2 = 3,623 0,4 iss 12,64 0.6 
(2.848) (3.609) (12,57) 
a 2.330 0,1 0 2,938 0,2 0 10.42 0,6 
i (2,329) 1 (2,933) 3 (10,36) 
leant ou miele. 0,2 US 2,294 0,1 4 8,221 0,7 
(1,838) (2,293) (8,167) 
3 1,164 2.6 3 1,316 0,2 8 5,158 1,0 
(1,135) (1,373) (5,108) 
3,998 2,4 3,842 | 0 0.3 10,60 | 0 0,3 
(3,905) (3,830) (10,57) 
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Wie man sieht, bleiben die Abweichungen der Naherungswerte 2 von den genauen Werten 
normalerweise unter 1%. Nur wenn sich P, dem kritischen Wert fiir das Ausknicken nahert, 
konnen die Fehler etwas gréBer werden. Praktisch scheint dieser Belastungsfall aber aus Sicher- 
heitsgriinden weniger von Interesse. 

Tabelle 3 enthalt 4 fiir einige Oberténe der quadratischen Platte bei P= P, == 3, also einer 
Belastung, die etwas unter der kleinsten Knicklast liegt. Die genauen Werte sind wieder in der 
Klammer angefiihrt. 


Tabelle 3. Werte von J fiir einige Oberténe der quadratischen Platte bei io) acii(20)s 
in Klammer die strengen Werte nach (11) und (12). 


4 8,147 25,47 52,18 88,90 132,27 4] 09,75 109,77 
(8,134) | (25,39) | (52,11) | (88,85) | (132,10) | (99,59) | (109,77) 
Abweichung in%| 0,2 0.3 0,1 Ota alieao:t 0,2 0.0 


Auch diese Ergebnisse sind sehr befriedigend und die auftretenden Abweichungen in den 
meisten Fallen wohl praktisch ohne Belang. 


7. Die auf allen vier Seiten eingespannte Platte. Wenn hier die Kigenfunktionen w der strengen 
Lésung auch nicht mehr als einfaches Produkt einer Funktion von x allein mal einer Funktion 
von y allein darstellbar sind, so 1aBt sich fiir die Naherungslésung doch ohne weiteres der Ansatz 
(18) verwenden. 

Um den Randbedingungen zu geniigen, nehmen wir fiir X,, die Ausdriicke (19a) bzw. (19b) 


und fiir Y,, im Falle von in der y-Richtung symmetrischen Schwingungsflachen 


7 k,, of 1 k,, ~ ¥y 1 
¥, = Gof-Peosk, (5 — 7 — cos = Boj k,, on (21a) 
bzw. antisymmetrischen Schwingungsflachen 
k 1 k 1 
~: Te N 3 nem vs Lees 9 
Y, = Gin? sink, (2 | sin > sin k, (2 Ap (21b) 
Hierbei sind die k, die Wurzeln der Periodengleichungen 
k k, Bit ehcn cle 
Fe tte ee era bzw. U8 ee A oe : 


Die Anwendung des Rayleighschen Prinzips in Form von (8) mit (6) fiihrt auch hier auf die 


Naherungsformel fiir die Eigenschwingungszahlen 


2 1 4 a2 | A ai 
FE = 5 [Fe = Aad Sa) AN alg eet 


1 a‘ 22 
= zh ROM ee Kee) gPaes FKi, (ey Kn es) oe P, (22) 
Gey aan ay Rr 


Die Gréfen k,,, K,,, k, und K,, ergeben sich aus Tabelle 1. Hierin hat man zur Gewinnung 
der k, und K,, nur n an Stelle von m zu nehmen. 

Durch (22) sind alle Frequenzen der auf den vier Seiten eingespannten Platte gegeben, wenn 
man m,n —1,2,3...setzt. Eine Kontrolle der Naherungsformel war fiir p, = p, =9 méglich, 
wobei die exakten Werte einer Arbeit von S. Iguchi! entnommen werden konnten. Die nach- 
stehende Tabelle 4 gibt eine Zusammenstellung der Naherungswerte nach (22) und der strengen 
Ergebnisse Iguchis. 

Die Fehler der angefithrten Naherungswerte A iibersteigen also 0,5% nicht. 


1 §, Iguchi, Die Eigenwertprobleme fiir die elastische rechteckige Platte, 5. 331 bis 343. Sapporo 1938+ 
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Tabelle 4. Werte von i nach (22) fiir py = pp = 0. in Klammer die strengen Werte. 


3,659 | 2,497 2355 7,471 11,03 | 13,42 16,81 24,73 

i (3.646) | (2,489) | (2,350) | (7,437) | (10,97) | (13,39) | (16,72) | (24,63) 
ihe ee =| Sw ey | | 
Abweichungin%| 0.4 | 0.3 | 0.2 Oss eopeweO:5Ginie sh02 0.5 0.4 | 


8. Die auf den Seiten x= 0 und x= a ganz freie und auf den Seiten y= 0 und y = 6 frei | 
aufliegende Platte. Es liegt hier nahe, fiir X,, die Eigenfunktionen des an beiden Enden freien | 


1 : : 2 ; 
ae = gegeben ist. Dieser Ansatz geniigt zwar nicht den 


Randbedingungen (13), doch 148t sich an Hand von Zahlenbeispielen zeigen, da®B die auf diesem 
Wege gewonnene Beziehung fiir 4 trotzdem sehr brauchbare Ergebnisse liefert. 
Wir setzen also fiir die symmetrischen Schwingungen in der x-Richtung 


Stabes zu wahlen, wahrend Y,, durch sin 


x, =p} tn cosk ( = : ) COS im oj k e == 5) (23a) | 
a 2 OE NG 2 po Nis yp 
worin k,, aus 
k - 
tg = + Tq = =— 0 


zu bestimmen ist. Fiir die in der x-Richtung antisymmetrischen Schwingungen gilt 


k . 
X,, = Sin % Bint ics, E ) sin = Sin k,, fe — 2 (23b) 
mit der Periodengleichung 
k, ~~ k, 
US gaia Ki bere i 


Nach Errechnung der potentiellen Energie (6), wobei wie schon in Ziff. 4 p, = 0 angenommen 
werden soll, finden wir aus (8) mit (5) den Naherungswert 

kt 27k K [(k K_ + 2(3—4»)],2 
Ae = mm Un An Ses ets | 4 a a P; Ss 24) 

= = a po a Pe (mt; n == 1, 2.3.40.) eee 
Die Werte von k,, und K,, sind aus Tabelle 1 zu entnehmen. Ungerade m bzw. n fithren auf die 
Frequenzen von in der x- bzw. y-Richtung symmetrischen, ungerade m bzw. n auf solche von 
antisymmetrischen Schwingungen. 

In Tabelle 5 sind die Werte von 2 fiir die Grundschwingung bei verschiedenen Seitenverhalt- 

nissen und veranderlichem P,ausgerechnet. Der genaue Wert von 4 nach (14) ist jeweils in Klam- } 
mer beigefiigt. Fiir die Querdehnungszahl wurde » —3/10 angenommen. 


Tabelle 5. Werte von 4 fiir den Grundton nach (24) bei » = 3/10, in Klammer die strengen Werte nach (14). 


« z ; AS a a? | » Ab- 2 - 
ot “oo a weichung [ “| — p, 2 | weichung f° | +. p, , ae 
in % b in % o Lvdegis i regy SK 3 
- | | | 
—50 | 3,401 1 oe 4516 es 6 | 0.1 299 18,33 0.5 
(3.397) | (5,371) | (18,24) 
an oe et | 
= 2,965 | 0.2 Se pe jae Bey | 0.2 E16 15.69 0.6 
(2.960 | (4,620) | (15.59) 
si 0 2,452 | 0.2 1 Osa 7e0h shu Soe 0 12,49 1,0 
3 | (2,447) | | (3,721) | 3 (12,37) | 
20 say | 0.4 5 2:08 Meul 'r O.4 6 10,102 | 1,6 
( 940 | | (2,974) | (9,944) 
40 ee a: 10. AMO 760 te. Oe 12 6,932 a8 
a (2 2) | | (1.961) (6,700) 
54.13 0 | 0.4 13,91 | 0 Deyn 1734] 6 21 
(53, (13.85) (16.99) 
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Wie schon bei den in Ziff.6 behandelten Grenzbedingungen stellen wir auch hier etwas gréBere 
Fehler beim Anwachsen von p, gegen die Knicklast fest. 

In der nachfolgenden Tabelle 6 sind endlich noch die Eigenwerte 4 einer Anzahl von Oberténen 
der quadratischen Platte fiir P, — 10 aufgefiihrt. Die praktische Brauchbarkeit der Naherungs- 
formel (24) wird auch durch diese Zahlenwerte dargetan. 


Tabelle 6. Werte von 7 fiir einige Oberténe der quadratischen Platte bei P, = 10 und y = 3/10 nach (24), 
in Klammer die strengen Werte nach (14) und (15) 


; 9,383 | 27,68 | 55,84 | 93,64 | 138,46 | 98,90 111,31 

(9,304) | (27,43) | (55.61) | (93,43) | (138,06) | (98,36) | (111.31) 

= _ a = S| | 
Abweichung in % Oey Oe Od 0.2 0,3 0,5 0.0 


9. Die auf den Seiten x — 0 und x = a ganz freie und auf den Seiten y == 0 und y = 6b ein- 
gespannte Platte. Die Naherungsfunktionen w nach (18) wird man fiir diese Randbedingungen 
aus (23a) bzw. (23b) fiir X,, und (21a) bzw. (21b) fiir Y,, zusammensetzen. Unter der Annahme 
P: =9 ergibt sich die Naherungsformel fiir A nach (6), (8) und (5) 
| 


a | 


2 4 
ee eK. kK. 12, (3 49) k, K. (sb. K, — 2) + ee | 


es lg (25) 


(Tee at 
— za kn Ky (hn Ky, — 2) 5 Pe (m,n =1,2,3...). | 


Die Werte von k,,, K,,, k, und K,, sind durch Tabelle 1 gegeben, wobei fiir die k, und K, nan 


Stelle von m zu treten hat. 


10. SchluBbemerkungen. Die Ermittlung der Kigenschwingungszahlen der in ihrer Ebene 
belasteten, transversal schwingenden Rechteckplatte erfordert schon fiir relativ einfachere Auf- 
gaben, zu welchen die im ersten Abschnitt, Ziff. 3 und 4, dargestellten zu zahlen sind, einen ziem- 
lichen Rechenaufwand. In noch viel héherem MaBe gilt dies aber bei mathematisch schwieriger 
zu behandelnden Randbedingungen, wie z. B. bei der vollkommen eingespannten Platte. Es 
wurden daher im zweiten Abschnitt Formeln,.die eine leichte naherungsweise Berechnung aller 
EKigenschwingungszahlen bei beliebigen Randbedingungen erlauben, hergeleitet. 

Die Uberpriifung der so ermittelten Frequenzen durch die nach der strengen Theorie berech- 
neten ergab bei zwei speziellen Beispielen (Ziff.6 und 8) eine fiir praktische Bediirfnisse woh] meist 
ausreichende Ubereinstimmung. Die nach einheitlichem Gesichtspunkt erfolgte Herleitung der 
Formeln legt den Gedanken nahe, diese Ubereinstimmung auch dort zu vermuten, wo eine Kon- 
trolle nur teilweise bzw. gar nicht, wie in den Ziff.7 bzw. 9, méglich war. Wo eine hoéhere Genauig- 
keit gefordert werden miBte, liefern die Naherungsformeln aber sehr willkommene Ausgangswerte 
zur leichteren Auffindung der genauen Eigenschwingungszahlen. 

Die Naherungsformeln (20), (22), (24) und (25) zeigen auch in sehr anschaulicher Weise die 
Abhangigkeit der Eigenschwingungszahlen von der in der Ebene der Platte wirkenden Belastung, 
so insbesondere, daB® bei wachsenden Druckkraften die Frequenz sinkt, wahrend Zugkrafte eine 
Erhéhung bewirken. SchlieBlich gestatten die abgeleiteten Forme!n noch die angenaherte Be- 
rechnung der kritischen Drucke fiir das Ausknicken der Platte, wenn man A Null setzt. 


(Eingegangen am 19. Mai 1950.)" 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Hans Eschler, Téging a. Inn, Hauptstrafte 81. 


1 Das Manuskript dieser Arbeit war schon am 27. April 1944 erstmals bei der Schriftleitung eingegangen 
and fiir das (nicht mehr erschienene) dritte Heft des Bandes XV (1945) des Ingenieur-Archivs bestimmt 


gewesen. 
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Uber den Impulssatz fiir einen in der Fliissigkeit bewegten Korper. 
Von W. Miiller. 


1. Einleitung. Im folgenden soll eine neue Ableitung des Impulssatzes fiir die Kraftwirkung 
auf einen in der idealen Fliissigkeit hewegten Kérper gegeben werden unter Zugrundelegung der 


absoluten Bewegung der Flissigkeit, bezogen auf ein mit dem Kéorper bewegtes System}. 


I. Allgemeine Ableitung. 


2. Grundgleichung fiir die Absoluthewegung in bezug auf einen kérperfesten Bezugspunkt. 
a) Die absolute Bewegung einer Fliissigkeit in der Umgebung eines bewegten Kérpers erfillt 
folgende Bedingungen. Im Unendlichen ist die von einem Potential! ® ableitbare Geschwindig- 
keit » = 0, und zwar verschwindet » mindestens wie 1/r?, wenn der von einem im Kérper festen 
Punkt 0 ausgehend gedachte Fahrstrahl r ins Unendliche wachst. An der Oberflache C des 
Kérpers muB die Normalkomponente der Geschwindigkeit d.h. p-1 (11 Einheitsvektor in der 
Normalenrichtung) gleich sein der Normalkomponente yt —+- (w. X rt): 1 der Bewegungsgeschwin- 
digkeit des Randpunktes 


pen = VOn= vot + (Xt) N= (vo + U) tt, (1) 
wenn vorausgesetzt wird, daB die Bewegung des Kérpers aus der Translation ), und der Dre- 
hung @, besteht. 

__b) Die Anderung der Geschwindigkeit » setzt sich aus drei Teilen zusammen, der lokalen 
Anderung, der konvektiven Anderung und der Anderung infolge Rotation. Wir haben also 
dy dv, dt 

ae toda 


di macora ines PF @y XD. (2) 


Der hier auftretende Differentialquotient dr/dt ist die relative Geschwindigkeit 
b= Dio. Ua Doar ee 
Wir haben also fiir die Beschleunigung 


dy av = 
ci eer (o Do uy: Vo +a@Xv. (3) 
Daraus entsteht dann folgende Druckgleichung : 
1 dn oe 
ils 2g ra, + —%—u)-Vo+axv=0, (4) 


die wir sogleich benutzen werden, um die Druckwirkung auf den bewegten Kérper zu berechnen. 
Das von der Fliissigkeit eingenommene Raumgebiet T wird begrenzt von der Oberflache C des 
Kérpers und der unendlich fernen Kugelflache H, deren Mittelpunkt im Punkt 0 legen mége. 
Beide Begrenzungsflachen werden wir zusammenfassend mit F' bezeichnen. 


3. Umformung der Druckgleichung. Fiir die Umgestaltung der Gleichung (4) benutzen wir 
folgende Vektorbeziehungen: 
0°70 == Vv 0— bY VV by, 
Do V0 = V vob, | 
ueVo = Vey — bY tb P-vy, 
(Vu = div (@ X 1) = @o'rot Y — r-rot @ = 0). | 


(5) 


Damit geht unsere Druckgleichung iiber in 


1 Ov 
9 VP og TV OU etl or (6) 


* In der Bezeichnung der Vektor- und Dyadenoperationen habe ich mich dem Buche von M. Lagally, 


V kt o 1 1 a ais z 
rae na Leipzig 1934 angeschlossen; ich verweise ferner auf E. Lohr, Vektor- und Dyadenrechnung, 
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4. Berechnung des Druckes auf die Grenzf lichen. Multiplizieren wir mit dem Raumelement dt 
und integrieren tiber das ganze Gebiet, so kommt 


7) 
—[Ppar=ol5, +o x) fo dt +e {V-vvdr—o [V-v.vdr—oe [7- ub dr. (7) 
ve Hy ik mn m 


Auf die drei letzten Glieder laBt sich der auf Dyaden erweiterte Gaufsche Integralsatz anwenden 


fat V -UB == ndf- XB (11 duBere Normale in Bezug auf T). (8) 
fy -F 
Wegen 
cis Duds 
T F 


erhalten wir daher 
a) a 
— [PUAF= 0(5, +0 x)fvde Tef vo-ndf—efvvo-ndf—ofou-ndf. (9) 
F Th F F 


Benutzen wir nun die Randbedingung (1), so sieht man, daB die Randintegrale langs C sich auf- 
heben. Ferner verschwinden die Flachenintegrale lings H,, wegen der Kugelsymmetrie; z. B. 
wird 


[pudf=p. [udf=0. 
H H 


Da ferner 


e fodt—e [Vpdt=e fpndf=3y (10) 
ii T é 
den Impuls der Fliissigkeit bedeutet, so erhalten wir die grundlegende Formel 
(4 
[pndf=B=—Z—G xB. (11) 
c 


5. Bestimmung des Momentes der Druckkraft. Fiir die Berechnung benutzen wir folgende, 
auf Dyaden beziigliche wichtige Formel? 
te ea = Ve YY) 

wo Y die Dyade und Y,, den zugeordneten invarianten Vektor bedeutet, den man erhalt, wenn 
man die dyadische (ohne Zeichen geschriebene) Multiplikation durch die Vektor-Multipli- 
kation (X) ersetzt. Bei symmetrischen Dyaden wird Y%, = 0. Damit erhalten wir aus (11) 
folgende Formeln: 

tx V-vb = V-(t Xb), | 

tXV-vb =V-(t X bob) — be X 0, | 

tx Vest = Fe Xt) tt Xb, 

DV pl =f = V p= 17- (ce & pt) (1 Esnheitsdyade) . 


(12) 


Durch Anwendung des Integralsatzes von GauB auf die Dyaden ergeben sich daher die 
Gleichungen 


[rx Doon dv = f(t X v)o-ndf, | 
Tt 


F 
[UXV- vo dr f(t X b) do- ndf— vo xf vdr, (13) 
a F T 
fexVouvdr=f(r xX vju-ndf—fuxvdr. 
T F uP 
Ferner ist nach einer allgemeinen Formel fiir ein zweifaches Vektorprodukt 
t X (@ X ») +@ X (ov X t) +b X (4 XK @) = 9 
oder = 
eGo 0) x» == wy X (t_X db). (14) 


1 Vel. E. Lohr, a.a.O., S. 230. 
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Damit erhalten wir durch Bildung der Momente und Integration bei Benutzung von (1). (8) | 

und (14) 

pice Vpdr=o eft x pdt +ef (t x 0) (0 — ty — u)- ndf + do <efvdr +o fu 
T ip B G T 


xen dz, re ft UC LOOK? 
aD 


= Mt x pudf=e% fr xvdr tw xofvdr +a xoft x bdr. 
Cc a fy T 


Dabei ist bereits das Verschwinden der Flachenintegrale langs H benutzt worden, die sich auf 
das Grundintegral 


ie <a f= 0 
H 
zuriickfiihren lassen. Setzen wir ferner das Impulsmoment der Fliissigkeitshewegung 


Q fr x bdr—=o@ ft x VO dt f[t xOndf=N, 
T Cc Cc 


so laBt sich das Ergebnis unserer Rechnung in der Gleichung darstellen 
5 an a 
6. Beziehung zur kinetischen Energie. Wenn man den bekannten Ausdruck fiir die kinetische 


Energie benutzt 


2E=ef (VO) dre /O7O-ndf, (17) 


so ergibt sich leicht bei Benutzung von (1), da®B J und Nin folgender Weise aus E durch Differen- 
tiation sich ableiten lassen: 
GF. we cht, 
Gye 08 oa, 9 
Damit ist eine Beziehung zwischen der Energie und den Druckkraften hergestellt. Der EinfluB 
der in der Fliissigkeit vorkommenden Wirbelsysteme auf die Impulsvektoren und die Krafte 
soll an anderer Stelle behandelt werden. 


MN. (18) 


II. Anwendung auf Rotationskérper. 


7, Ausdruck fiir die Energie. Die Absoluthewegung der F lissigkeit bei einer Bewegung des 
Korpers mit der Translationsgeschwindigkeit , (vy vy v3) und der Rotationsgeschwindigkeit 
My (1 yz M3) leitet sich von einem Potential ® her, das die Form 

= F\v, +F, xy, + F305 4 GC, @, + G6, 2 + C3 03 (19) 
haben mége, wo die F und G Funktionen der Koordinaten sind. Mit Riicksicht auf die Rand- 
bedingung 


VP-W== Yet +O Xt n—=b- n +m: (eX 1) (20) 
laBt sich die kinetische Energie bei Kinfiihrung der auBeren Normalen in die Form setzen 
PE 0 [Ovo toy ir emiid se (21) 


Es ergibt sich dann mit (19), daB® E eine homogene quadratische Funktion der Geschwindigkeits- 
komponenten wird von der Form 


2B Are vv, + SB @; O, +2 SDV; Wa (Ain = Ay, By = By, Dy A Dj), (22), 
und zwar wird, wenn wir die Komponenten von n und t = n mit den Zeigern 1, 2, 3 bezeichnen 


oF i ee & 
diy, pea ce coe 


und 
: Mr Lae 
Ay = —> [(Fim+F, mn) df; By, = ze flGilt Xn), +6, (e x n),] df; | 
I (23) 
Dit ad 2 Q ih (F; (v x M1), =e Gy, n,) df. | 
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8. Ausrechnung der Koeffizienten. Wir nehmen die im allgemeinen waagerechte Rotations- 
achse als x-Achse und einen Punkt auf dieser Achse als Anfangspunkt 0 an. Die rechtwinkligen 
Koordinaten in der Parallelkreisebene seien y (waagerecht) und 2 (lotrecht), bzw. 7) und y, und den 
Neigungswinkel der Tangente des Meridianschnitts gegen die Achse wollen wir mit @ bezeichnen. 
Dann sind die Grundvektoren 


t= xe, +e, +2es— xe, +ycospe, +ysinges, 
N= N, €; 47M, €y + N3e3—= — sin Ve, +cos V7 cospe, + cos sin ®@ 3, 


; 24 
Vo = 01 Cy + Uy Cp + 03€3—= U (cos ae, + cos B e, + os y es) , | aa 
Wo = @, C1) Wy Cy + Ws C3 = @ (cos a’ e, + cos f’ e, + cos y’ es) . | 
Ferner ist 
(v X Nn), = 0, (vx X 1), = — sing (nsind + xcos B), (tv X N)s= cos@ (y sin B + xcos#), 
df= —'. dxdg. | 
Ms cos Gade 


Die achsiale Bewegung, der Funktion F, entsprechend, leitet sich aus einer Verteilung von Quellen 
und Senken langs der Achse des Rotationskérpers ab. F selbst ist von y unabhangig. Die Quer- 
bewegung in der y- bzw. z-Richtung sind von einer Verteilung von Dipolen langs der Achse 
herleitbar, die nach der y- bzw. z-Richtung orientiert sind; F’, und Fenthalten die Faktoren cosp 
bzw. sin my. Wir kénnen also setzen 

ot cong; Fo — sng. 
Dann ergibt sich aus (24) 


Ay = 2n0fF,7 dij. Agy = Ang = — 0 [ F, 1, df = — 20 [ Fn dx, A, =0 fir ik | 
By=—ofG,(v x df=. 


Die Rotation um die y- bzw. z-Achse wird erzeugt durch Dipolsysteme nach der negativen 
z-Richtung, bzw. der positiven y-Richtung. Wir kénnen daher setzen 


(25) 


G,=—Gsing, G,;—Gcosy. 
Dann haben wir 
By = xo | G(n dy + x4 dx) = Bzs. 
Die iibrigen GréBen B;, und D;, werden Null. Es bleibt daher fiir den Rotationskérper 
2E= Av? + A,(v2 +02) + Bw} +03), (26) 
wenn wir A,,— A,, An.= Asg= An; Bop—= Bag = B, setzen. 

9. Virtuelie Masse und Trigheitskoeffizienten. Die Gré8e A, ist die virtuelle (scheinbare) 
Masse fiir die Langsbewegung, A, die virtuelle Masse fiir die Querbewegung und B, das virtuelle 
Tragheitsmoment fiir die Rotation um eine der quergestellten Achsen. Dividieren wir die virtuelle 
Masse A, und A, durch die wirklicheMasse der verdringten Flissigkeit, bzw. B, durch das ent- 
sprechende Tragheitsmoment, so erhalten wir die sogenannten Tragheitskoeffizienten fiir die 
Translations- und Rotationsbewegung. Die verdrangte Masse und das entsprechende Tragheits- 
moment sind aber 


— 
m=oV=xefrtdx, O=mol r(x +4) ax. (27) 
Daraus ergeben sich dann die folgenden Formeln fiir die drei Tragheitskoeffizienten : 
2 | i G (xP d 3 
pene ee ee Coe , we Ba pee tee = (28) 
i FOES 0 ; pele so iP) dx 


Die Integrale (25) bis (28) sind lings der auf der einen Seite der Achse liegenden Meridiangrenze 
von dem einen Ende des geschlossenen Rotationskérpers bis zum anderen zu erstrecken. 


10. Berechnung der Krafte und Momente. Aus dem Impuls und Impulsmoment 
FJ = A, v1 ey + Ag(m eo + %3es)> | (29) 
M = Bz (2 €: + M3 es) | 
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erhalten wir im stationaren Fall nach (10) und (16) mit Einfithrung der Tragheitskoeffizienten 
BS — XS = —hy QV (W203 —O3 Up) Cy — 0 V (ky c03 01 — kya, 3) Cy — OV (ky, Uy — ky Wy 04) 5, | 
MS — yo X F—O K N= [OV (ha— hy) v1 3 + Ox 0103] Co— [OV (ky— ky) v4 vg + Ox, 09] 5. 


11. Sonderfalle. a) Bei einer Seitenbewegung in der (x, y)-Ebene unter dem Winkel « gegen 
die Langsachse entsteht das instabile Moment um die Hochachse 


Ms =— + (he — hy) 0 U? Vain 2a. (31))| 


b) Bei einer Aufwartsbewegung unter dem Winkel 8 gegen die Langsachse entsteht das 


Moment um die y-Achse 
il 


Mj = (ky — k,) 0 U? Vsin 2B. (32) 
c) Bei einer Drehung um die Hochachse mit der Winkelgeschwindigkeit w, und einer Bewegung 
in der Langsrichtung mit der Geschwindigkeit v, entsteht eine Kraft in der y-Richtung von der 
Grobe 
P,= — ko Voz. (33) 
d) Bei einer Langsbewegung in Verbindung mit einer Drehung um die y-Achse entsteht die 
Kraftwirkung 
P= kio V @, vee (34) 
e) Eine Drehung um die Hauptachse (w,) in Verbindung mit einer Drehung um die Hoch- 
achse (w;) erzeugt ein Moment M, um die dritte Achse 


M, = x Ow, a, (Kreiselwirkung) . (35) 


12. Bemerkungen zum instationaren Fall. Sind y, und q@, zeitlich veranderlich, so treten noch 
Krafte und Momente hinzu, die mit den Beschleunigungen proportional sind. Eine Beschleuni- 
gung in der Langsrichtung hat z. B. eine Tragheitswirkung in der entgegengesetzten Richtung 
zur Folge 

Pre SAG = ov 36 

Tees earns BUA AC agnane cts (36) 

Denkt man sich also die verdrangte Fliissigkeitsmasse mit der Beschleunigung v, bewegt und zwar 

in einem widerstandsfreien Mittel, also im Vakuum, so wird sie einen Tragheitswiderstand 

— @ Vv, haben, der sich von der Kraft P,’ nur durch den Faktor ky (<1) unterscheidet. Der 

Flissigkeitswiderstand infolge Beschleunigung, den ein in der Langsrichtung bewegter Rotations- 

korper erfahrt, ist also gleich den mit k, multiplizierten Tragheitswiderstand, den die vom Kérper 

verdrangte Fliissigkeitsmasse im Vakuum erfahren wiirde. Das entsprechende gilt fiir die Quer- 

bewegung, bei der der Koeffizient k, > k, als Faktor auftritt. Ebenso erhalten wir fiir die Dreh- 
bewegung z.B. um die Hochachse 


M,’ = — x Oa. (37) 


III. Ergebnisse im Falle des Ellipsoids. 


13. Ellipsoid-Koordinaten. Die angegebenen Formeln lassen sich in geschlossener Form nur 
im Falle des Ellipsoids auswerten. Man verwendet zu diesem Zweck am einfachsten die soge- 
nannten Ellipsoid-Koordinaten!. 


Sy Saauis ys n=cy (l=) (@— 1) (CS 1, = Pay ee 1)8 (39) 
Die allgemeine Lésung der Potentialgleichung A4® = 0 hat dann die Form 
D> Oo EO )e (39) 


wo P, und Q, die Kugelfunktionen v-ter Ordnung erster und zweiter Art bezeichnen. Beim 
Ellipsoid haben wir nun 


a) fiir die Axialbewegung 
F, = — a, P, (uw) Q, (0). (40) 


ESE I. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik. Leipzig und Berlin 1931, $8. 151. Uher die Verwendung 
dieser Koordinaten im allgemeinen Fall soll spater berichtet werden. 


30) 
(a 
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Es ist zweckmafig, fiir die weitere Rechnung, die hier nur in den Ergebnissen gebracht werden 


kann, neue Funktionen P, und Q, einzufiihren, die mit P, und Q, sehr einfach zusammenhingen! 
Mit Riicksicht auf die Randbedingungen findet man dann 


ee! 
= ——__, 4] 
i015) a 
wobei €=—¢, den Wert der Koordinate € an der Oberflache bezeichnet. Weiter ist mit c— 1 
4 2 4 2 
2fFin dy = = m(C3—1) (6), fyrdx=—0(03—1), (42) 


wobei die Integration bei konstantem ¢ = ¢, nach f4 zwischen den Grenzen —1 und -+1 durch- 
zufiihren ist. Man erhalt dann 
1 = 
pelea. (Gahan Gyan) 
Co Q (6) 
b) Fir die Seitenbewegung fiihrt die Lésung auf die sogenannten tesseralen Kugelfunk- 
tionen mit cos @ als Faktor 


(43) 


B= cosy S fy Phu) QO)- (44) 
Im Falle des Ellipsoids haben wir mit Einfithrung der iiberstrichenen Funktionen 
agree se eae 
F, = —B |/ 34 Q,008 9, Hid |v Q,. (45) 
Man erhalt dann 
yeaa) 
p= yt. (46) 
eas Q, (0) 
So 
Ferner wird 
- 4 = 
a dx = = So Py Q; (Co) ; 
ie = 5 Q, (Co) k k, a Q, (Zo) f (47) 
F260) CoQ (Co) [2 — 20 Q (60) ] 


c) Fir die Drehung um die y-Achse wird 
‘cea teens ae tines 1—w)(2—1) 15 
=e P,(u) O,(¢) = MAD. 


= -- _ : a 
beg see 1 1 36 Q,—2Qs | (48) 
B,= = é a s , 
Sita (409) 5 ¢, 0, (es) 220, Ga 
Aus dem Tragheitsmoment 
O = ng ab? (a? 4.84) = m0 (63 — 1) 263 —1) (49) 


ergibt sich dann der Tragheitskoeffizient fiir die Drehung 


9 28-12-28 —-1) (f)] 

Damit sind alle GréBen bestimmt, die zur Ermittlung der Krafte und Momente benétigt werden. 
Die weitere Anwendung auf allgemeine Rotationskérper, insbesondere die Behandlung der 

Aufgabe, zu einer vorgegebenen Form des Kérpers den Druckverlauf und die Krafte zu be- 

stimmen, soll an anderer Stelle ausfiihrlich behandelt werden. 


1 —| 


(Eingegangen am 23. Februar 1950.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. W. Miiller, Miinchen 22, Museumstr. | pt. 


1 d Pay — i? = pis Pr . AQn oper es On Qn 


dys Via a ~ V1 
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Systematische Sechskomponentenmessungen an Pfeilfliigeln*). 
lL) Mitveal man's. 


Von W. Jacobs. 


1. Einleitung. Gepfeilte Tragfliigel sind schon in der Frithzeit der Flugtechnik bei schwanz- 
losen Flugzeugen verwendet worden, da bei solchen das Momentengleichgewicht um die Quer- 
achse nur durch Pfeilstellung erfiillt werden kann1?. Das Interesse an Pfeilfliigeln kam in ein 
villig neues Stadium, als A. Busemann*® im Jahre 1935 darauf hingewiesen hatte, daf bei hohen 
Fluggeschwindigkeiten durch Pfeilung sehr betrachtlich am Widerstand gespart werden kann. 
Im Bereich hoher Machscher Zahlen bei Unterschallstrémungen beruht dies darauf, daB die 
mit dem ersten Auftreten des VerdichtungsstoBes auftretenden Widerstandserhéhungen durch 
Pfeilung nach gréBeren Machschen Zahlen verschoben werden kénnen. Im Uberschallbereich 
kann der Widerstand durch Pfeilung betrachtlich vermindert werden, wenn der Pfeilwinkel so 
groB gewahlt wird, daB die Vorderkante des Fliigels innerhalb des Machschen Kegels liegt, so 
da® die Komponente der Anstrémungsgeschwindigkeit senkrecht zur Vorderkante kleiner ist 
als die Schallgeschwindigkeit, und dadurch der Wellenwiderstand im wesentlichen in Fortfall 
kommt. Die praktischen Anwendungen des Pfeilfliigels legen demnach heute ausschlieBlich im 
Bereich der kompressiblen Strémung (Unter- und Uberschallgeschwindigkeit). Im Bereich der 
Strémungsmaschinen haben gepfeilte Fliigel bisher eine Anwendung bei Propellern gefunden, 
und dort bei hohen Drehzahlen eine betrachtliche Verbesserung des Wirkungsgrades gebracht. 

Fir die aerodynamischen Eigenschaften gepfeilter Tragfliigel im Bereich der inkompressiblen 
Strémung besteht einmal ein erhebliches grundsatziiches Interesse, aber dariiber hinaus auch 
ein konkretes praktisches Interesse, da ja jedes Flugzeug bei Start und Landung diesen Bereich 
durchmessen mu. 

In Deutschland wurden bald nach 1935 die systematischen Untersuchungen von Pfeilfliigeln 
im Bereich der inkompressiblen Strémung sowohl theoretisch**° als auch experimentell in An- 
eriff genommen und bis Kriegsende erheblich geférdert. Im Ausland ist erstaunlicherweise 

.wahrend des Krieges das Pfeilfliigelproblem anscheinend kaum bearbeitet worden. AuBer den 
Arbeiten von Falkner® und Mutterperl’ iiber die theoretische Ermittlung der Auftriebsverteilung 
am Pfeilfliigel ist hier nur wenig zu nennen. Man hat daher den Eindruck, daB die Busemannsche 
Erkenntnis von 1935 dort ganz in Vergessenheit geraten war. Als nach Kriegsende die deutschen 
Forschungsergebnisse iiber Pfeilfliigel im Ausland bekannt wurden, wurde auch dort das Pfeil- 
fliigelproblem nun sehr intensiv bearbeitet. Vor allem die Theorie des Pfeilfliigels bei Uberschall- 
geschwindigkeit ist im Anschlu8 an die Arbeiten von L. Prandtl? und H. Schlichting® durch 


* Die vorliegenden Messungen wurden zwischen 1941 und 1945 im friiheren Aerodynamischen Institut 
der Techn, Hochschule Braunschweig ausgefiihrt. (Leitung: Prof. Dr. H. Schlichting.) Sie wurden wahrend 
des Krieges in mehreren FB- und UM-Berichten der ZWB (Zentrale fiir wissenschaftliches Berichtswesen) _ 
mitgeteilt, die heute nicht mehr zuginglich sind. Hier wird abschlieBend (in zwei Mitteilungen) ein zu- _ 
sammenfassender Bericht gegeben. 

* Ergebnisse der Aerodynam, Versuchsanstalt Gottingen. II. Lieferung (1923), S. 53. 

> H. Blenk, Goéttinger Seckskomponenten-Messungen an Fliigeln mit V-Form, Pfeilform und Ver- 
windung. D, V. L. Jahrbuch 1929, S. 183. 

4 bane Busemann, Aerodynamischer Auftrieb bei Uberschallgeschwindigkeit. Volta-Congrefs Rom 1935, 

* H. Multhopp, Die Anwendung der Tragfliigeltheorie auf Fragen der Flugmechanik bei unsymme- 
trischer Anstromung. Bericht der Lilienthalgesellschaft fiir Luftfahrtforschung 1939, S, 2. | 

> J. Weissinger, Forschungsbericht der Zentr. fiir wiss. Berichtswesen. Berlin-Adlershof. F. B.1553 
(1942). Enthalten in J. Weissinger, Math. Nachr. 2 (1949), S. 45. 

° V. M. Falkner, ARC Rep. a. Memoranda 1910 (1943). 

’ W. Mutterperl, NACA Techn. Note 834 (1941). 

8 L. Prandtl, Luftfahrt-Forsch. Bd. 13 (1936) mS rolor 
° H. Schlichting, Luftfahrt-Forsch. Bd. 13 (1936), S. 320. 


suchungen zu dieser Frage, die jetzt schon iiber I \ 
fiinf Jahre zuriickliegen, hier zusammenfassend ?~~ =e 


Der zweite Teilbericht wird 
_ tiber Druckverteilungsmessun- 


berichten. 
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neuere englische und amerikanische Arbeiten heute zu groBer Vollkommenheit entwickelt 
wordent3, Dagegen harrt die Theorie des Pfeilfliigels bei Unterschallgeschwindigkeit, ins- 
besondere die der inkompressiblen Strémung, auch heute noch einer befriedigenden Liésung. 
Das Material an systematischen experimentellen Untersuchungen iiber Pfeilfliigel, das als 
Grundlage fiir theoretische Untersuchungen nicht entbehrt werden kann, ist aber auch heute 
noch sehr sparlich. Aus diesem Grunde er- 1 
scheint es angebracht, iiber die deutschen Unter- fet aif 08 rie 


4 


zu berichten, 10/-30 


06/-30 06/-80 
Die wesentlichsten geometrischen Parameter L -cinie 
des Pfeilfliigels sind, wenn man sich auf die ?-”(C_____] ater oo ——— 
einfache Form eines Trapezfliigels beschrinkt pe ag! oel0o 
(Abb. 1:) 


1. der Pfeilwinkel gp, Le ee aes 


2. das Seitenverhaltnis b?/F— J, 


3. die Zuspitzung (Trapezfliigel) Z— I, /l;. A rN CaN 
Da die durch das Seitenverhaltnis / bedingten pr NN CLAS gos 


Anderungen der aerodynamischen Beiwerte des 


Pfeilfliigels nicht wesentlich verschieden sind ef) 
von denen des ungepfeilten Fliigels, und da diese aN 
aber gut bekannt sind, konnte das Versuchspro- Vs N 


gramm auf die beiden Parameter Pfeilwinkel und Abb. 1. 
Zuspitzung beschrankt werden. Diese wurden 

geandert in den Grenzen g = — 30°, 0°, +15°, 30°, 45° und Z=1,0; 0,6; 0,2. Das Seiten- 
verhaltnis wurde mit 15 konstant gehalten (Abb. 2). 

Die im folgenden beschriebenen Messungen wurden bei verhaltnismaBig kleinen Reynolds- 
Zahlen ausgefiihrt, Re = vl/y = 4-10. Wenn auch die Ubertragung auf die GroSausfithrung 
deshalb nicht ohne weiteres : ou 
gesichert ist, so liefertaber der “%& - p-Line Ah a <" Besugs- 
Vergleich der gemessenen Pfeil- aa Zi le SU ‘ RRS eee 

ee : a, : S \ Bezugs- 
va 


fliigel untereinander wertvolle 
Aufschliisse, die auch bei gréBe- 
ren Reynolds-Zahlen in guter 


Naherung zutreffen diirften. 


Der vorliegende erste Teil- 
bericht umfaBt die Ergebnisse 
der Kraftmessungen (Drei- 
und Sechskomponentenmes | 
sungen) ** 6 Dabei stehen im 
Vordergrund der Betrachtun- 
gen die Stabilitatsbeiwerte, 
d. h. der Momentenanstieg um 


Quer-, Langs- und Hochachse. 


750 
64. 
Protil NACA 23010 


Abb. 2. Abmessungen der Modelle und Lage der Bezugspunkte. 


gen an den gleichen Fliigeln 


1 Th. von Karman, J. aeronaut. Sci. Bd. 14 (1947), S. 373. 

2 A. E. Puckett, J. aeronaut. Sci. Bd. 13 (1946), S. 475. 

3 H. J. Stewart, Quart. Applied Math. 4 (1946), S. 246. 

4 W. Jacobs, Forschungsbericht der Zentr. fiir wiss. Berichtswesen. Berlin-Adlershof, F. B. 1629 
(1942). Bibliography of Technical Reports, Washington, P. B. 36 166. 

> W. Jacobs, Untersuchungen und Mitteilungen der D. V. L. Berlin-Adlershof, U. M. 2069 (1944). 
Bibliography of Technical Reports, Washington, P. B. 39 161. 

6 W. Jacobs, Untersuchungen und Mitteilungen der D. V. L. Berlin-Adlershof, U.M. 2103 (1944). 
Bibliography of Technical Reports. Washington, P. B. 70 712. 
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2. Bezeichnungen und BezugsgréBen. Die Bezcichnungen entsprechen dem in Deutschland | 
aufgestellten Normblatt DIN L 100 (vgl. Abb. 3). Die Krafte und Momente sind jedoch bezogen 
auf das experimentelle Achsensystem. Fiir die Stabilitatsbeiwerte des Schiebe-Rollmomentes und | 
Schiebe-Ciermomentes sind auch noch die flugzeugfesten Werte berechnet worden. Der Koor- 
dinatenursprung liegt stets auf der Sehne des Profilmittelschnittes und hat die Riicklage des 
1/4-Punktes des Fliigelschnittes im Flichenschwerpunkt einer Fliigelhalfte (= /,,/4) = geome- 
trischer Neutralpunkt (Abb. 2). Es bedeuten 


X, Vo ® flugzeugfestes Koordinatensystem, 

Noe Nore; experimentelles Koordinatensystem, 

F Fligelflache, 

b’ Fligelspannweite, mit Endkappen, 

b Fligelspannweite ohne Endkappen, 

s= b/2 Halbspannweite des Fliigels, 

l(y) Fliigeltiefe, 

A Fliigelstreckung, 

i Fligeltiefe am Fliigelende ohne Endkappen, 


Fligeltiefe in Fligelmitte, 
b/2 


iP = | ?(y) dy ,,geometrische mittlere Fligeltiefe’, 
j fiir Trapezfliigel: = Fliigeltiefe im Flachenschwerpunkt einer Fligelhalfte, | 


6 
Yep Z=1,/l, Zuspitzung des Fligels, 
7M a Anstellwinkel, gemessen | 
von Fliigelsehne, 
~ Pfeilwinkel der 1/4-Linie 


des Fliigels, positiv bei 


Pfeilung nach riickwarts. | 


Me, B Schiebewinkel, positiv bei 
AG Riicklage des Steuerbord- 
Flugzeug- fliigels, 
ee Xs, Ys, 2; Koordinaten des geome- 
Pages trischen Neutralpunktes 
ail (= Flachenschwerpunkt 
Abb. 3. Achsensystem fiir Sechskomponentenmessungen. einer Fligelhalfte), 
Xn» YN Koordinaten des aerodynamischen Neutralpunktes (Abb. 8), 
XN = %— XN | Abstandskoordinaten des aerodynamischen Neutralpunktes vom Flachen- 
Yn=Ys— Yn | schwerpunkt (Abb. 8), 
A xy Neutralpunktverschiebung des Pfeilfliigels infolge Anderung der Auftriebs- 


verteilung gegeniiber dem ungepfeilten Fliigel (Abb. 8), 
Ayn = yn — Yng Verschiebung des Lastschwerpunktes einer Fliigelhalfte durch Pfeilung, 
Ae Hg Auftrieb, 
Vo. Cue sym Fq Widerstand = Kraft parallel zu Symmetrieebene (s. Abb. 3), 
Yee, Eig Seitenkraft, 
M= cy Flnq Kippmoment, 
My= emo Flnq  Kippmoment bei Auftrieb Null, 
Lo er, ksq Rollmoment, 
INE SSC ao] Giermoment. 


1 Erlauterungen der Profilbezeichnung: Di : : é : 
) ; g: Die ersten beiden Ziffer ben d 8 ei -} 
prozenten und die beiden letzten die Pfeilstellung an. Z. B. bedautenois04z= Pre ar tO 
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Ergebnisse recht gut aus den iibrigen Werten interpolieren lassen. S 
Profil NACA 23012. Sie sind ohne V-Stellung und ohne Verwindung, d.h. die Profilsehnen 
samtlicher Fliigelschnitte liegen in einer Ebene. Mit den Endkappen ergeben sich fiir die Fligel 
mit den verschiedenen Zuspitzungen folgende genauen Abmessungen: 
Spannweite ohne Endkappen: 6 = 0,750 m fiir alle Zuspitzungen Z, 


amtliche Fliigel haben das 


Z OE 
Zuspitzung b’ F | In l; | la | A | b/2 | h'/2 
peace we ee | te) el ae be 

TS - ] - i 
1,0 0.770 0.1146 0,150 | 0,150 | 0,150 | 5,18 2,50 2,57 
0,6 0,764 0.1135 0.153 eC Looe Ost Ta 5,16 | 2,45 2,50 
0,2 0,756 0.1128 0,172 | 0,250 | 0,050 | 5,06 | 2718 2,20 
Spannweite ohne Endkappen b = 0,750 m fiir alle Zuspitzungen Z, 


4. Ergebnisse der Messungen. Die Messungen wurden im Windkanal des Aerodynamischen 
Institutes der Technischen Hochschule zu Braunschweig durchgefiihrt bei einem Strahldurch- 
messer von 1,2 m. Die Windgeschwindigkeit betrug 40 m/sec. Dies entspricht, bezogen auf die 
mittlere Fliigeltiefe 1 = (1, +1,)/2 einer Reynoldsschen Zahl Re = vl/y = 4,2- 105. Es wurden 
sowohl Dreikomponenten- als auch Sechskomponentenmessungen ausgefiihrt. Die Dreikompo- 

-nentenmessungen erfolgten bei B—0 tiber den ganzen Anstellwinkelbereich bis zum AbreiBen 
der Strémung. Bei den Sechskomponentenmessungen wurde jeweils bei einem festen Anstell- 
~winkel iiber den Schiebewinkelbereich von B= —20° bis +-20°, in einigen Fallen von o—— 
— 30° bis + 30°, gemessen. Als Anstellwinkel wurden hierbeij gewahlt «= —4°, 12° 6°, 
mo, 12° und 15°, 

Die Ergebnisse der Dreikomponentenmessungen enthalten Abb. 4a, b, ¢ und 5a, beac. 
-Hierbei sind die Momente bezogen auf die Querachse durch den 1, /4-Punkt (= geometrischer 
Neutralpunkt). Die Benutzung der geometrischen Fliigeltiefe J, als BezugsgréBe bietet ge- 
wisse Vorteile und hat sich daher in Deutschland allgemein eingebiirgert!. Die Lage dieses 
geometrischen Neutralpunktes (= Flachenschwerpunkt einer Fliigelhalfte) 1a8t sich formel 
maBig angeben. Wenn x(y) den Abstand der 1/4-Linie von der Querachse durch den J, /4-Punkt 
bedeutet, so gilt 


b/2 b/2 


) s=F| *O)O)dy, %=2f yQpdy, = 2 f een upyay. 


0 0 0 


‘Die Auswertung fiir Tragfliigel ergibt 
geusoleleleg 
| He does Nadie ae 30a Le 


Auch fiir die geometrische mittlere Fliigeltiefe 1,, = ¥ P?(y)dy ergibt sich fiir Trapezfliigel 
eine geschlossene Formel, namlich 2 


= 


ES eee A 
Biel eZ 


Auf eine Wiedergabe der sehr umfangreichen vollstaindigen Ergebnisse der Sechskomponenten- 
messungen muf hier verzichtet werden. 


Aus den Ergebnissen la8t sich folgendes entnehmen: 
a) Symmetrische Anstrémung. Auftriebsanstieg: Der Auftriebsanstieg dC, /% in 
Abhangigkeit vom Pfeilwinkel p zeigt fiir die Fligel konstanter Zuspitzung ein Maximum in 


* Nur bei Wahl dieser Bezugstiefe ergibt sich namlich bei einem Fliigel mit konstanter Cu arti@ 
Verteilung langs Spannweite fiir den Momentenbeiwert des ganzen Fliigels c,,, ges der gleiche Zahlen- 
lwert wie fiir cy, .,1- 
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i 15°. Mit starker werdender positiver und negativer Pfeilung tritt 
eee He (Tabelle 1). 


Jem Bereich von yg = positive 
nin Abfall ein. Von der Zuspitzang ist keine starke Abhangigkeit festzustellen 


fy 
A 48 
40 
08 
/ } 
/ ry ji 
x 06 / wa } 
/ y 
iit i he: 2-06 
; Sachin vi | fi “6 
ber | \ t i} O4;—4 & tt QP GWsym M | 
Ae W \ il 3) —— oe 
\ Nd 8 iH —— Sith 
-005  \i O05 310 LM \ \ by | ae 
0 i fe Z a2 ! 
005 4370 ONS G20 YW : 
Ax \ 1 
ik i 
i \ r -005 tr 05 | by 
ing ffi z=40 0 oe H me 
be WH p Sry OW N i 
-30 —— or 7 i a 
-OY eee. -42 | 
oA 30 eee vk ~s 
[ (Ga ae 
-06 A | “Oy 
4a 4b 
. C is 3 on 
Auftriebsmaximum: Da das Auftriebsmaxi- 2 
? 


mum stark kennzahlabhangig ist, wurde auf die Er- 
mittlung von Cymax kein besonderer Wert gelegt; 
wir wollen daher nicht naher darauf eingehen. 40 
Widerstand: Die Widerstandsbeiwerte unter- 
scheiden sich im unteren c,-Bereich nicht merklich 
voneinander (Abb. 4). Mit wachsendem Anstellwin- 48 
kel zeigt sich jedoch infolge Abrei®erscheinungen ein 
stark unterschiedliches Verhalten. Aus der Reihe 
der Fliigel mit der Zuspitzung Z= 1 (Abb. 4) er- 
kennt man, daB ein Abknicken der Polare in Rich- 
tung gréBerer c,,-Werte zuerst bei dem vorwarts ge- gy 
pfeilten Fliigel (10/—30) auftritt, dann bei dem mit 
gréBter positiver Pfeilung (10/45) und schlieBlich bei 
dem geraden Fliigel (10/00). Die Fliigel 10/15 und 4 
10/30 zeigen ganz normales Verhalten. Dies findet 
seine Erklarung in dem Auftreten des,.Pfeileffektes‘ 
und eines ,,Grenzschichteffektes. Der Pfeileffekt 
bewirkt bei vorwarts gepfeilten Fliigeln eine Er- 
héhung des c, 5,,-Wertes im mittleren Fliigelteil. -g2 
Schon bei dem geraden Fliigel mit der Zuspitzung 
Z = /ist eine Auftriebsverteilung mit gréBtem c, értl” 
Wert in Fliigelmitte vorhanden. Da dieser Wert rene SG ea A : 
durch die Vorwartspfeilung noch verstarkt wird, Se ee ee 
treten in diesem Gebiet recht frith Abreiferscheinungen auf. Als weiterer EinfluB auf das Ab- 
reiBen der Strémung kommt bei gepfeilten Fliigeln ein Grenzschichteffekt hinzu. Es ent- 
steht ndmlich am Fligel infolge der Pfeilstellung ein Druckgradient in Querrichtung, dem 
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vor allem das Grenzschichtmaterial 


wegen seiner geringen Tragheitskrafte folgt. Beim vor- 


warts gepfeilten Fligel tritt auf der Saugseite eine Druckabnahme nach innen auf, so da® durch 


5a 


das Abwandern des Grenzschichtmaterials in dieser Rich- 
tung eine Anhaufung iminneren Fliigelteil festzustellen 
ist. Dies bewirkt erhéhte AbreiBgefahr in diesem Ge- 
biet. Das Gegenteil ist beim riickwarts gepfeilten Fliigel 
zu beobachten. In diesem Fall bewirkt der Pfeileffekt 
eine Erhéhung des Auftriebs im auf eren Fliigelteil und 
der Grenzschichteffekt ein Abwandern des Grenzschicht- 
materials nach auben, so daB erhéhte AbreiBgefahr im 
duBeren Fliigelteil besteht. Sowohl beim vorwarts ge- 
pfeilten als auch beim riickwarts gepfeilten Fliigel wir- 
ken die Einfliisse, herriihrend vom ,,Pfeileffekt*‘ und 
vom ,,Grenzschichteffekt‘* im gleichen Sinne. Der Be- 
ginn des ersten AbreiBens im auberen Fligelteil wird 
jedoch am Fligel mit Z—1 erst bei gréBeren Pfeilungen 
zu beobachten sein, da der Pfeileffekt schon betrachtlich 
sein mu, um an dem Fliigel Z—1 eine Zunahme des 
Ca arti Wertes nach auBen zu erzeugen. Bei geringeren 
Pfeilungen sind ja auch keine értlich begrenzten Abreif- 
srscheinungen vor dem Erreichen des gesamten maxi- 
malen Auftriebes festzustellen (Abb. 4). 

Anders liegen die Verhaltnisse dagegen bei Fliigeln 
sr6Berer Zuspitzung (Z—0,2), bei denen schon der ge- 
-ade Fliigel eine nach aufen zunehmende ¢, ,,,- Verteilung 
esitzt. In diesem Fall tritt das AbreiBen zuerst an den 
iickwarts gepfeilten Fliigeln auf. Dies ist auf Abb. 4c zu 


ehen, wo die Polare zuerst fiir den Fliigel 02/45 abknickt. 


5b 


(4 = 1 


Abb. 5a, b,c. Auftriebsbeiwert in Abhangigkeit 
vom Anstellwinkel fiir § = 0. 


Bei den Fliigeln mit der Zuspitzung 


Z— 0,6 knickt die Polare vom Fliigel 06/—30 noch etwas eher ab als beim Fliigel 06/45 (Abb. 4b). 
Die Tatsache, da beim riickw4rts gepfeilten Fliigel der Grenzschichteffekt eine Anhaufung des 
Grenzschichtmaterials und damit eine Erhéhung des Ortlichen Profilwiderstandes im duferen 
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Tabelle 1. Auftriebsanstieg 0ca/da und Momentenanstieg 0c y/9ca (bezogen auf 1/4) bet B = 0. 


: Ca | Ocy = XN 
Werte an ae Te 
os eS 1,0 0,6 0,2 1,0 0,6 0,2 
sat | 
—30 3538. 3,380) 63,88) cee ial —0,026 +-0,048 
0 3,89 3,73 S70 nal 0 0 0 
15 3,85 = 28200 | 0502051 = —0,026 
30 3,62 = 3,75 0,031 2 —0,060 
45 3.39) Sl oO aay 8 oem eal 0,040 —0,002 0,112 


Fliigelteil hervorruft, ist in einem friiheren Bericht * durch Impulsmessungen langs der Spannweite 
verschiedener Pfeilfliigel konstanter Tiefe gut bestatigt worden. Das Ergebnis einer solchen 
Widerstandsmessung ist in Abb.6 und 7 wiedergegeben. Es handelt sich um Untersuchungen, die 
an Pfeilfliigeln mit Endscheiben durchgefiihrt wurden. Das Profil war ein symmetrisches NACA- 
Profil mit 12% Dicke. Die Zunahme des Ortlichen Profilwiderstandes nach auf en tritt stark 


Cwirtl, 


G06 


G02 


0 ete ele 
-300 —200 -700 0 700 200 mm 300 
Abb. 6. Ortlicher Profilwiderstand lings Spannweite fiir einen Pfeilfliigel (g = 30°) mit Endscheiben bei ver- 


schiedenen Anstellwinkeln; m = 30°; Xy = 0, 6, 12, 14; Profil NACA 0012. 


hervor, und zwar ist sie um so starker je gréBer der Pfeilwinkel und Anstellwinkel sind. Beim 
Anstellwinkel Null ergibt sich ein lings der Spannweite konstanter értlicher Profilwiderstand.. 

Neutralpunktlage: Das Kippmoment, bezogen auf die Achse durch den L,,/4-Punkt der 
Fliigeltiefe im Flachenschwerpunkt einer Fliigelhalfte, ist in Abb. 4a, b, ¢ in Abhangigkeit von c¢, 
aufgetragen. Wir sehen hieraus, daf fiir die Fliigel mit der Zuspitzung Z—=1,0 das Moment von 
yp = — 30° ab mit wachsender Pfeilung gréfer, d.h. mehr schwanzlastig wird. Die Fligel Z= 0,2} 
zeigen entgegengesetztes Verhalten, das Moment fallt mit der Pfeilung ab, d. h. es wird mehr. 
kopflastig. Fiir Z—0,6 ist die Anderung mit dem Pfeilwinkel nur gering. Die Lage des aerody-| 
namischen Neutralpunktes dey/dc, = xy/l, ist in Tabelle 1 enthalten. Die Abhangigkeit vom) 
Pfeilwinkel ist auch noch in einem Schaubild dargestellt worden, so daB® auch Zwischenwerte 
von y und Z interpoliert werden kénnen (Abb. 9). 

Wir wollen im folgenden aus den Neutralpunktlagen die Abstande der Lastschwerpunkte 
einer Fiiigelhalfte von der Symmetrieebene bestimmen. Die Ermittlung der Lage des Lasten-| 
schwerpunktes geschieht nach der weiter unten abgeleiteten Gleichung (6). Die Ergebnisse sind 
in Tabelle 2 enthalten. Von besonderem Interesse ist auch die Anderung der Lage des Last- 
schwerpunktes infolge der Pfeilstellung, und dabei insbesondere seine Verschiebung in Spann- 
weitenrichtung gegeniiber dem geraden Fliigel. Diese Verschiebung des Lastschwerpunktes kann 


ey. Jacobs, Forschungsbericht der Zentr. fiir wiss. Berichtswesen, Berlin-Adlershof, F. B. 1629 (1942). 
Bibliography of Technical Reports, Washington, P. B. 36 166. 
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aber aus Kraftmessungen nicht ermittelt werden, sondern nur aus Druckverteilungsmessungen 
da sich der Lastschwerpunkt des ungepfeilten Fliigels nur aus Druckverteilungsmessungen er- 
mitteln ]aBt. Im Rahmen unserer Pfeilfliigelsystematik sind Druckverteilungsmessungen bisher 
an den Fliigeln konstanter Tiefe (Z—1) mit den Pfeilwinkeln y = 0°, 15°, 30°, 45° durchgefiihrt 
worden!. Die unter Benutzung dieser Ergebnisse ermittelten Verschiebungen der Lastschwer- 
punkte gegeniiber dem geraden Fliigel sind in Tabelle 2 mit angegeben. Wir sehen, daB sich der 
Lastschwerpunkt mit wachsender Pfeilung fiir alle Zuspitzungen nach auGen verschiebt, im 
Gegensatz zu den vorwarts gepfeilten Fliigeln, bei denen er nach innen wandert, in bezug auf den 
ungepfeilten Fliigel. Die Neutralpunktsverschiebung bei negativer Pfeilung ist ungefahr entgegen- 
gesetzt gleich dem Wert bei entsprechender positiver Pfeilung. Dies ist gleichbedeutend damit, 
daf die infolge der Pfeilstellung erzeugte zusatzliche Auftriebsinderung bei Fliigeln von entgegen- 
gesetzt gleicher Pfeilung nahezu entgegengesetzt gleich ist. In diese systematischen Unter- 
suchungen ordnen sich die Ergebnisse friiherer Messungen 2 recht gut ein. 


b) Unsymmetrische Anstrémung. Auftrieb: Der 


Cwiirdl. ; é : 
ye te Auftriebsbeiwert ¢, zeigt beisamtlichen Fliigeln im gesunden 
Strémungsbereich die bekannte Abhangigkeit vom Schiebe- 
winkel 6 die nahezu proportional cos? f ist. 
G07 4 Widerstand: Der Widerstandsbeiwert c,,,,,, (in Rich- 
_ tung der x,-Achse, parallel zur Symmetrieebene) andert sich 
G06 
GOS 
GO4 
GOS 
G02 
G07 
‘ sn cari al y 
-500 -200 700 0 700 200 mm 300 


Abb. 7. Ortlicher Profilwiderstand lings Spannweite fiir einen Pfeilfliigel (p = 45°) mit Endscheiben und ohne Ende 
scheiben bei verschiedenen Anstellwinkeln; gm = 30°; oy = 0, 6, 12, 14; Profil NACA 0012. 
ebenfalls nach dem cos? f-Gesetz fiir die geraden und riickwarts gepfeilten Fliigel, im Gegen- 
satz zu den vorwarts gepfeilten Fliigeln, die praktisch vom Schiebewinkel unabhangige Wider- 
stande ergeben. Ausgenommen sind wiederum die héheren Anstellwinkel, bei denen Abreif- 
erscheinungen auftreten. 

Auftriebsanstieg: Der Auftriebsanstieg ¢c,/0x unterliegt denselben Bedingungen wie der 
Auftrieb selbst, so daB auch hier das cos? 6-Gesetz zutrifft. 

Kippmoment: Das Kippmoment, bezogen auf den 1, /4-Punkt, zeigt kein ganz einheitliches 
Verhalten. Wahrend im allgemeinen eine Zunahme mit dem Schiebewinkel 6 im normalen An- 
stellwinkelbereich festzustellen ist, also das Moment schwanzlastiger wird, bleibt bei dem vor- 
wiirts gepfeilten Fligel mit starker Zuspitzung 02/—30 das Moment fiir kleine Anstellwinkel 
konstant und wird fiir gréBere Anstellwinkel mit dem Schiebewinkel kleiner, also kopflastiger. 
Die Neutralpunktlage d@cy/dq ist nahezu unabhangig von /. 

Auf die Beiwerte der Seitenkraft (c,) und die auf das experimentelle Achsensystem be- 
zogenen Beiwerte des Rollmomentes (c;.) und des Giermomentes (cy.) wollen wir im ein- 


1 W. Jacobs, Untersuchungen und Mitteilungen der D. V. L. Berlin-Adlershof, U.M. 2059 (1943). 
Bibliography of Technical Reports, Washington, P. B. 39 148. 

2 Vel. H. Blenck, a.a.O.; ferner W. Jacobs, erscheint als zweiter Teil dieser Arbeit im Ing.-Archiv. — 
E. Méller, Luftfahrt-Forsch. 18 (1941), 5. 243. 


352 Jacobs: Systematische Sechskomponentenmessungen an Pfeilfligeln. Ingenieur-Archiy 


zelnen nicht eingehen, sondern nur die Stabilitaétsbeiwerte genauer betrachten, da diese vor allem 
interessieren. Die Stabilitatsbeiwerte haben wir als den Mittelwert der Steigung in dem Bereich 
von § = —10° bis +10° gebildet. Die auf das experimentelle Achsensystem bezogenen Werte 
des Rollmomentes und Giermomentes sind auch noch umgerechnet worden auf das flugzeugfeste 
Achsensystem. Die Umrechnungsformeln lauten 


Cy, = Cre COS & — Cn, SING, 
7 / / . 
Cy= Cy, cosa + cz, sind. 
Beide Werte sind enthalten in Tabelle 3. y 


1. Seitenkraft-Stabilitatsbeiwerte 0c,/0. Die Seitenkraft-Stabilitatsbeiwerte 0c,/0 
zeigen in ihrer Abhangigkeit vom Anstellwinkel kein ganz klares Verhalten bei den verschiedenen | 
Fliigeln (Abb. 10). Die Werte sind jedoch sehr klein, und geringe Messungenauigkeiten kénnen | 
sich schon stark auswirken. Bei An- A | 
naherung an Cy max findet einAbknicken a teas 


der Kurven statt. OW, 
: ey aes i 1, as ty\ | PR Lastschwerpunkt (aerod WP) 
2.Rollmoment-Stabilitatsbei- Z Flichenschwerpurkt (eon ME) 


| 
| 


werte 0¢;,/0$. Die Rollmoment-Stabi- z= it ; 
eeies . ‘ . Gi ° Ee Ty aa 
Ln te ps in Abhangigkeit Ly=2y-Dy ; 2 iypay 
von ¢, sin enthalten in Abb. 11. Auch arly > 0:c0rodyn Meutrafpunkt BP?) 
die flugzeugfesten Werte dc,/0f sind vor Flichenschwerpunkt doy aly ti 2 repent 
ra me 7 4 +Z 
906} 22a_4 
| B04 
d an—4 | tol 
i Lastschwerpunkt in jf IL | 
a. gerligels (NP) & Z=40 ' 
| 02 
Ob 
2) | 
7a 30 YS 
G2 
Lastschwerpunkt 
nes x jf Preittigel{W/) | 
8 l Sdiyers Jos FTiichenschwerpunkt | 
e + -- Preitftige!( geom PM) 
S \Monentenbezugsnalse | 
7 G06 
7G10 
= {We fA =k 
Abb. 8. Skizze zur Berechnung des Neutralpunkt Abb. 9, Lage d d isch i angi i 
und des Lastschwerpunktes am Pfeilfligel, A tage Pol wtakel ey ae ee ee a 


aufgefiihrt (Abb. 12). Bei allen Fliigeln ist ein nahezu lineares Verhalten iiber den Auftriebs- 
beiwert c, festzustellen, ausgenommen das obere Gebiet, in dem AbreiBerscheinungen auftreten. 
Mit wachsendem positiven Pfeilwinkel y findet ebenfalls ein Anwachsen von dc,,/0f statt. Bei 
Ubergang zu negativer Pfeilung kehrt das Schieberollmoment sein Vorzeichen um. Die geraden 
Fligel liefern schwach positive Werte bis auf den Fligel mit der Zuspitzung Z= 0,2, fir den 
das Rollmoment im ganzen c,-Bereich ungefahr Null ist. io 

Bildet man die zweiten Ableitungen 0c,,/08 dc, und 0? c,/0B Oc,, so ergibt sich fiir jeden 
Fliigel ein einziger fester Wert, durch den die Rollstabilitat ausgedriickt wird. Diese Werte sind 
fiir simtliche Fliigel ermittelt worden. Sie sind in Abb. 16 und Tabelle 3 enthalten. Die Auf- 


| 


ve 
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Tabelle 2. Neutralpunktlagen. Vergleich von Messung und Theorie. 


Kraftmessung 
a0 | is 7 io - 
¢ es | ee Z = 0,2 
Yn Xn Ax, | Axx | Yn | Kn Aty |Ayn || yy | | Axy | Ayn 
b/2 Tins Im | b/2 || b/2 | Im bx b/2 || 5/2 ign el) aigh lon ID) 
| | 
a 0,439 ae — | — |0,431] —0,026 eae ed aoe ne s0,048 | Sees 
= | 0 0 Se Mp es 
15 | 0.457 +-0,020 | = as =J=|\0/430'1 0,036 — "| 
30 | 0,466 0.031 | = = eH, 45d N30 060 alan he 
45 | 0,470 | +0,040 | — | — | 0,450| —0,002 — Ode weeO ie wee tee 
Druckverteilungsmessung | | | 
040,442) 0 0 0 | | | 
15 | 0,450} 0,025 | 0,006 | 0,008 | | 
0,027 | 0,018 | | | 


30 | 0,460 0,039 


45 | 0.473! 0.035 | 0.078 | 0.031 | 
Rechnung mit konstanter co ary” Vetteilung 
—30 | 0,500 0 0 0 || 0,458 0 0 0 0,389 0 0 0 
0| 0,500 0 0 0 || 0,458 One 0 lean lO S89 0 0 0 
15 | 0,500. 0 | 0 | 0 | 0,458 0 0 0 || 0,389 Onn eo 0 
30 | 0,500 | 0 0 | 0 0,048 0 0 0 0,389 0 0 0 
45 | 0,500 | 0 | Oh 0 || 0,458 0 0 0 0,389 0 0 0 
Rechnung mit Mittelwert von konstanter Cy 7 Verteilung und elliptischer Auftriebsverteilung 
—30 | 0,465 | —0,031 | 0 0 0,439 | —0,013 6 0 0,410 | +0,028 Wy | © 
0 | 0,465 0 ae) 0 0,439 0 0 0 0,410 0 0 0 
15 | 0,465 +0,015 | 0 0 || 0,439 | 0,006 0 0 0,410 | —0,013 0 0 
30 | 0,465 | 0,031 0 0 | 0,439 | 0,010 0 0 || 0,410} —0,028 | 0 0 
45 | 0,465 0,065 0 0 || 0,439 | 0,020 0 0 | 0,410} —0,049 | 0 0 
Rechnung nach Multhopp 
010,450 9 ee fo. Pose) “0 ==" | 2/0407 0 een ae 
15 | 0,463, 0,016 | 0,009 0,018, — = = — | — — | 0,423} —0,021 |0,0094, 0,016 
30 | 0,477 0.013 0,040 0,027 | -—— | — | = I 0,438 | —0,066 | 0.0393) 0,031 
45 | 0,497 | —0,029 | 0,122 0,047); 0,470} —0,050 | 0,0950 | 0,038 | 0,449 | —0,140 0.0922 0,042 


Rechnung nach Weissinger 
0 | 0,438) 0 0 | 9 | x, = Riicklage des Neutralpunktes hinter dem Fliigelschwerpunkt, 


S | ae | lass | nee | ae | Ax, = Neutralpunktsverschiebung des Pfeilfliigelsin folge Anderung 


45 10,472 0,040 | 0,088 | 0,034 | der Auftriebsverteilung gegentiber dem Rechteckfliigel (Abb. 8). 
tragung 0?c,,/08 dc, tber dem Pfeilwinkel p fiir die verschiedenen Zuspitzungen ergibt eine 
recht gute lineare Abhangigkeit in dem gesamten Pfeilwinkelbereich von p = — 30° bis p= +-45°. 
Die Kurven fiir die verschiedenen Zuspitzungen laufen nahezu parallel, so daB ihr Abstand von- 
einander ungefahr gleich der Differenz der Werte der geraden Fliigel ist. Aus dieser Auftragung 
kann man jetzt die Stabilitatsbeiwerte sémtlicher anderen Fliigel gleichen Seitenverhaltnisses 
in dem praktisch nur vorkommenden Bereich Z = 1,0 bis 0,2 und g = — 30° bis 45° entnehmen. 
Es sind in Abb.16 zum Vergleich auch andere Messungen herangezogen worden!. Die Uberein- 
stimmung ist gréBtenteils recht gut. 

Um den Einflu8 der Pfeilung allein auf das Rollmoment zu erfassen, wurden noch die Diffe- 
renzen gebildet gegenitber dem geraden Fliigel 


7c, ( 07 cy, 
Ale) eae OB dea | Pf. 


A ie Che ( o* Che ( O* Cr, 
OBdca) pf.  \OB Oca/ pf. Op dca] g=0° 
1 Vgl. H. Blenk, a. a. O., E. Méller, a. a. O., ferner M. Hansen, Forschungsbericht der Zentr. fiir wiss. 


Berichtswesen. Berlin-Adlershof, F. B. 1411 (1941). — Th. Schwenk, Forschungsbericht der Zentr. fiir wiss. 
Berichtswesen. Berlin-Adlershof, F. B. 1781 (1943). 
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Tabelle 3. Zusétzliches Roll- und 


Z=1 Z = 0,6 
a iy 4) A ea A Laan A — A ae A Ges 
| \dBde,/ Py. OB dc?) pp. OB dc,/ pf. OB dc?) pf. 6B Oca) Pf. OB dc?) pf. 

|| eS eee 
—30 | =—(o26 +0,072 —(0,335 —0,043 —(0,295 +0,07] 
15) 20,130 —0,032 +0,135 0 — — 

30 0,200 —(0,066 0,305 —0,001 — — 

A5 0,490 —0,120 0,525 —(0),028 +0,475 ——(), 117 


Wie Abb. 16 zeigt, ergeben sich fiir diesen zusdtzlichen Pfeileffekt bei allen Fliigeln gleicher 
Pfeilung ungefahr dieselben Werte. Es sind also nur geringe Abhangigkeiten von der Zuspitzung 


ay 


des Fliigels festzustellen. Die Werte fiir den Flii- 
gel mit starker Zuspitzung liegen etwas unter 
den Werten der anderen Fliigel. 

Da bisher zu wenig systematische Messungen 
vorliegen, 1aBt sich nicht genau nachpriifen, ob 
dies auch fiir andere Seitenverhaltnisse zutreffen 
wird. Vermutlich wird dies aber der Fall sein. 
Man braucht dann bei einem bestimmten Seiten- 
verhaltnis den Pfeileffekt nur fiir einen Pfeil- 
winkel zu bestimmen und hat dann infolge der 
linearen Abhangigkeit von ~ die Werte fiir samt- 
liche anderen Pfeilungen des betreffenden Fliigels 
und naherungsweise auch fiir samtliche Zuspitzun- 
gen mit dem betreffenden Seitenverhaltnis. 


lumen 04 


~y06 3. Giermoment-Stabilitatsbeiwert 


Abb. 10. Seitenkraftanstieg 0c,/d in Abhingigkeit von c, . dcn-/0B. Die Giermoment-Stabilitatsbeiwerte 
PM. Cet . dcy./O8 und Oen/ 0p sind enthalten in Abb. 13, 

, 15. Das Schiebe Giermoment ergibt sich nach der Theorie und auch nach der Messung dem 
Quadrat des Auftriebs proportional. Wir bilden daher die zweiten Ableitungen 


Pey, Bey ae @ 

ae es d Ne CN 

ap dc ur ee sa a 4 Op dc? } py 
Diese Werte sind angegeben in Abb. 17 und Tabelle 3. - 


Die Schiebe-Giermomente sind verhaltnismaBi i ii iti A Brea 
wee g¢ klein. Fiir tive Pfeilwink ii i 
negative Pfeilwinkel bis ungefahr p = — 15° sind die Werte shee bal nosh abiace ee 


bei noch gréBeren negativen 
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Giermoment durch Peilstellung. 
Z=0),6 Zi ())n2) 
ai 
A a2 ee A eee A i) y oe ne ha 
OB Cca/ Pf. \OB dc? pf. OB Ocx/ Pf. OB dc?) pf. OB dc, / Pf. | OP dc?!) pf. 
{ | | 
—0,295 —0,004 —0,300 -+-0,059 —0,300 +-0,004 
es ay | +0,110 —0,017 --0,110 0,019 
— — 0,240 —0,052 0,242 0,022 
0,460 +0,020 ~— || 0,400 —0,082 0,401 0,036 


Pfeilungen werden sie positiv. Die Abhangigkeit vom Pfeilwinkel ist wie beim Rollmoment 
linear. Die Kurven fiir gleiches m verschieben sich ungefahr parallel zu positiven Werten mit 
wachsender Zuspitzung. Der reine Pfeil. 
einfluB A(dey./06 Acc) pp. ist jedoch nur 
schwach von der Zuspitzung abhiangig 
(Abb. 17). Auch fiir das Giermoment lie- 


ACL. 


Oe 


x 


of 2-42 Theorie 9% 
aed nach 


a 
x rene 
—— | =40) Weissinger 


\ 


nach 
=10 Weissinger 


| = 
oo ‘) Theorie 


-016 mae a ee -016 
Oye ae a 30° ° 2 
qua 86 2=06 Breaks ss teigg's fert der Vergleich mit anderen Messungen 
nee | Ye recht gute Ubereinstimmung. 
Gd any \ 5. Vergleich mit der Theorie. a) Neu- 
ay : tralpunktlage. Zur Ableitung des all- 
[424 T gemeinen Ausdrucks fiir die Neutral- 
punktsverschiebung durch Pfeilstellung 
t— G76 i fiihren wir folgende Bezeichnungen ein 
K _ 1% =12) Theorie (Abb. 8): 
i eh, xs, Ys Koordinaten des geometrischen 
pe ae ae : G, Neutralpunktes (=F lachenschwer - 
punkt einer Fliigelhalfte), 
xx, ¥n Koordinatendesaerodynamischen 
Neutralpunktes, 
Xn Abstand des aerodynamischen 
Neutralpunktes vom Flachen- 
Abb. 11. Rollmomentenanstieg dc L,/0 fin Abhangigkeit von c,. schwerpunkt, 


Neutralpunktverschiebung des Pfeilfliigels infolge Anderung der Auftriebsverteilung 
gegeniiber dem geraden Fliigel. 

Es gelten dann nach Abb. 8 die Beziehungen 

N= Ng ae A YN> 

Ky = ¥utEY= Js tEY— *v= Yury tgp +Axn. 


A Xn 


Weiter folgt 
iN == (Se yn) tg p= (¥s— ¥nzg — Ayn) tg Pp 
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und 
Axy =Ayn tg ¢. (3) 
In dimensionsloser Schreibweise ist dann 
Sy Os YN b 
= (F ) "SP ain? (4) 
Ann Arn b 
[gene WiDNe Tae oe (9) 


Diese GréBe A xy bedeutet die Neutralpunkts- 


verschiebung am Pfeilfliigel, die durch Ande- 
rung der Auftriebsverteilung des Pfeilfliigels ge- 
geniiber dem geraden Fliigel auftritt. Sie ent- 


0”, 
930} OP- 2=0,2 


oa 2=0,6 
tele Ne halt demnach nicht die Neutralpunktsverschie- 
K \ bung, die durch das Zuriickschieben des Flachen- 
G8 Pa45°, ‘ schwerpunktes der Fliigelhalfte entsteht. Hier- 
aus kann man Schliisse ziehen, ob die Auftriebs- 
verteilung des geradenFliigels zur Neutral punkts- 
Al berechnung des Pfeilfliigels zugrunde gelegt 


werden darf. Die gemessenen Werte von xy und 


Axy sind in Tabelle 2 angegeben. 


Wir wollen noch die gesamte Neutralpunkts- 
verschiebung des Pfeilfliigels gegeniiber dem 
geraden Fliigel angeben, wobei wir die einzelnen 
Einfliisse getrennt auffiihren. Wir erhalten so- 


fort aus (1), (2), (3) und (5) 


Abb. 12. Rollmomentenanstieg dcz,/0B in Ab- Xv = | ys Y Ng =arghe | a ae b 


hangigkeit yon orn 


a 


In dieser Gleichung stellt der erste Term die Verschiebung des Flachenschwerpunktes infolge 
Pfeilgebung dar, was gleichbedeutend ist mit der Neutralpunktsverschiebung des Pfeilfliigels 
gegenitber dem geraden Fliigel bei konstanter c, 5,.-Verteilung langs Spannweite. Der zweite 
Term umfaBt die Abweichung der Auftriebsverteilung des geraden Fliigels von der konstanten 
Ca ori" Verteilung, wahrend der dritte die Abweichung der Auftriebsverteilung des Pfeilfliigels 


von der des geraden Fliigels enthalt. 
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Zum Vergleich mit den Messungen wollen wir die aus einigen theoretischen Auftriebsver- 
teilungen ermittelten Lagen der Neutralpunkte und der Lastschwerpunkte angeben. Wir legen 
folgende Auftriebsverteilungen zugrunde : 

1. Konstante ¢,5,.-Verteilung langs Spannweite. Der Lastschwerpunkt ist hierbei identisch 
mit dem Flachenschwerpunkt einer Fliigelhalfte auf der 1/4-Linie; dies liefert den L,, /4-Punkt. 

2. Mittelwert der Auftriebsverteilung aus konstanter c, sri- Verteilung und elliptischer Auf- 
triebsverteilung. 

3. Auftriebsverteilung nach Multhopp! fiir gerade und gepfeilte Fliigel. 

4, Auftriebsverteilung nach Weissinger® fiir gerade und gepfeilte Fliigel konstanter Tiefe. 

Den Vergleich dieser theoretischen Ergebnisse mit den Messungen enthalt Tabelle 2. Es 
zeigt sich hierbei, daB fiir den Fliigel konstanter Tiefe, also Z—1, die Theorie von Weissinger 


0CYe 


L -O16 


die genauesten Werte liefert. Die Unterschiede 
in den Neutralpunktslagen zwischen der 
-920 : Theorie von Weissinger und den Messungen 
bewegen sich innerhalb von 1% der Fliigel- 
tiefe. Auch der Mittelwert zwischen kon 
stanter ¢,5,)-Verteilung und elliptischer Auf 
triebsverteilung liefert recht gute Ergebnisse 
bei den Fliigeln mit der Zuspitzung Z—1; es 
trittin der Neutralpunktlage ein maximaler 
Fehler von ungefahr 2° auf. Diese Genauig- 
keit diirfte fiir Uberschlagsrechnungen in den 
meisten Fallen ausreichen. Die Methode von 
Multhopp ergibt fiir kleine Pfeilwinkel noch 
brauchbare Werte fiir den Neutralpunkt, 
wahrend fiir gréBere p zugroBbe Abweichungen 
auftreten. Fiir die Lage des Lastschwer- 
punktes liefert also die Methode von Wei- 
ssinger die beste Ubereinstimmung mit der Messung, ebenfalls fiir die Lastverteilung langs der 
Spannweite, wie friihere Druckverteilungsmessungen zeigen ®. 

Zum Vergleich mit den zugespitzten Fliigeln Z = 0,6; 0,2 haben wir von den Auftriebs- 
verteilungen nur die Falle 1, 2 und 3 herangezogen. Es zeigt sich, daB hiervon die oben geforderte 
Genauigkeit nach der Methode von Multhopp nur fiir kleine Pfeilwinkel erreicht wird. Die Be- 
yechnung der Auftriebsverteilung fiir gepfeilte Trapezfliigel nach Weissinger ist nicht durch- 


Abb. 13. Giermomentenanstieg 0cy./06 in Abhangigkeit von c,. 


1 H, Multhopp, Luftfahrt-Forsch. 15 (1938), S. 153; sowie H. Multhopp, Die Anwendung der Trag- 
fliigeltheorie auf Fragen der Flugmechanik bei unsymmetrischer Anstrémung. Bericht 8. 2 der Lilienthal- 


Gesellschaft fiir Luftfahrtforschung (1939), 5.53. 
2 J. Weissinger, Forschungsbericht der Zentr. fiir wiss. Berichtswesen. Berlin-Adlershof, F. B. 1553 


(1942). Enthalten in J. Weissinger, Math. Nachr. 2 (1949), S. 45. : 
3 W. Jacobs, Erscheint als zweiter Teil dieser Arbeit im Ing.-Archiv. 
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eefiihrt worden. Es ist zu erwarten, daB auch fiir zugespitzte Fliigel diese Methode die besten 
Werte liefert. Bemerkenswert ist noch, daB bei der Zuspitzung Z—0,6 die konstante ¢, 5,17 
Verteilung recht gut mit der Messung tibereinstimmt. Fiir Z—1 ergeben sich hiernach jedoch 
zu groBbe Werte fiir die Neutralpunktlage und fiir Z—0,2 zu kleine. Dies bedeutet, daB die 
wirkliche Lastverteilung gegeniiber der bei konst. ¢, 5,-Verteilung fiir Z—1 weiter nach innen 
und fiir Z— 0,2 weiter nach au®en verlagert ist. Systematische Druckverteilungsmessungen, die 
genaue Aussagen iiber die Auftriebsverteilung an zugespitzten Fliigeln geben kénnten, legen 
bisher nicht vor. Es ist hier nur die Messung von Schwenk+ an einem gepfeilten Trapezfligel 


-G06 


-G08 C -G08 4 


(p = 32,1°; Z= 0,46; A = 4,4) zu erwahnen. 
Uber die Verschiebung des Lastschwerpunktes 
in Spannweitenrichtung (4 yy) und iiber die 
hieraus folgende Neutralpunktsverschiebung 
Axn herrithrend von der Anderung der Auf. 
triebsverteilung gegeniiber dem geraden Flii- 
gel, kénnen wir auf Grund der Kraftmessungen 
keine Aussagen machen, da die Lage des Last- 
schwerpunktes fiir den geraden Fliigel aus den 
Kraftmessungen nicht zu ermitteln ist. Nach 
den zugrunde gelegten theoretischen Auftriebs- 
verteilungen sind diese Verschiebungen be- 
rechnet worden. 


b) Rollmoment. Kine theoretische Er- 
fassung der Auftriebsverteilung von Fliigeln bei 
unsymmetrischer Anstrémung ist bisher 
nur fiir gerade Fliigel méglich, und zwar nach 
einem Verfahren von Weissinger?. Es ergibt sich hiernach fiir die Schiebe-Rollmomente von 
geraden Trapezfliigeln die Beziehung 


1 
ae 1+0,15 ie — 1) 
Sie = AL 0,10 Be, Cr aig 5 (7) 


1 
ie 


J 


dabei bedeutet c,,, das bei c,—0 bereits vorhandene Moment, und x stellt einen empirischen 


Faktor dar, der zwischen 1 und 1,5 liegt. Fiir die Ableitung folgt 


1 Th. Schwenk, a. a. O. 
2 J. Weissinger, Jahrbuch 1940 der deutschen Luftfahrtforschung, S.I 145. 
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1 
Peed ow: fergie ie = 1) 
op Oca Al 


ie — 0,10. (7a) 
7 +- 
Nach Messungen von Bussmann und Kopfermann ergab sich die beste Ubereinstimmung zwi- 


schen Messung und Rechnung fiir x = 1,2. Wir wollen die Werte fiir x1 und 1,2 bestimmen. 
Die Gegeniiberstellung mit der Messung enthalt folgende Tabelle: 


x 


> ; —G04 : = Theorie 
call Sat Be ee ae K: = The 
= nat) oY SSI 
a —. =12\Welssinger : Weissinger 
108 -06 
—— p=-30° 
od 0° 
~Gle —e— 3+ 15° -022 
| \ ns 30° 
ae 45° 
-O 
Gc 
Werte — = 
-G20 ee op 0c, 
i c Theorie 
Z= — | Messung ; 
306-98 li F Beene 
1,0 0,125 0,093 | 0,131 
G04 0,6 0,055 0,059 | 0,091 
0,2 0,000 0,003 | 0,024 
Q Go Fir Rechteckfligel liefert die Theorie auch in 
unserem Falle mit x—1,2 die beste Uberein- 
stimmung, wahrend fiir die zugespitzten Fli- 
~G04 10) ooh gel x=1,0 fast dieselben Werte wie die Messung 
oe Weissinger ergibt. Fir den Pfeilfliigel bei unsymmetrischer 
firs Anstrémung liegt noch keine genaue Theorie zur 
: Berechnung der Auftriebsverteilung vor. Wir 


Abb. 15. Giermomentenanstieg @ 08 in Abhangigkeit von oon e A A ~ 
ge ke es ite « kénnen hierbei nur Naherungslésungen zum Ver- 
gleich mit den Messungen heranziehen, und zwar eine grobe Naherung von Betz? und eine 


weitere von Weissinger?. 
Wir folgen zunachst den Betrachtungen von Betz zur Ableitung der Naherungsformel. Setzen 


wir den Auftrieb eines schrag angeblasenen geraden Fliigels naherungsweise proportional cos? 
und betrachten wir die beiden Halften eines Pfeilfliigels unabhangig voneinander fliegend, so 


betragen ihre Auftriebsbeiwerte 
¢, cos? (B + ~) = % (cos B cos p + sin f sin @)”, 
wobei das obere Vorzeichen fiir die vorgehende und das unter fiir die zuriickgehende Fligelhalfte 


gilt. Als Differenz der beiden Fligelhalften ergibt sich 


: , sin 2 B sin 2 
ANC Se cos f cos p sin sin g = ¢, PEE, 


1K. Bussmann und K. Kopfermann, Techn. Berichte 11 (1944). 
2 4, Betz, Applied airfoil theory. Durand Aerodynamic Theory. Berlin 1935. Bd. IV. 


8 J. Weissinger: Math. Nachr. 2 (1949) 5. 45. 
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Nimmt man an, daf® der Angriffspunkt dieses zusatzlichen Auftriebes im Abstand 6/4 von der 
Mitte liegt, so erhalten wir fiir das Schieberollmoment des Pfeilfliigels 


__. sin2f sin 2p 
(Aca) ee 


oder fiir die Ableitungen, wenn wir in f linearisieren, 


Ce, sin 29 ( CP ey, sin 2p 
Lie =) x e peas - 8 
a(S ie “ 2 4 Teh. 2 ( ) 
Neuere Uberlegungen von Weissinger zei- 4 Kone | 
gen, daf ein grundlegender Unterschied zwi- 006+ 9P 8a | 


schen einem geraden und einem pfeilférmigen 


Fliigel beim Schieben besteht. Hiernach an- 


{ O-cre 
06 080Ca s 


G4 


«Jacobs 


-972 Hansen z=1 A=48 
9 x 9» =G63 = 46 
Z we oY =G56 =43 
4S +Mollerp 2-1 A=5 
« Schwenk 2=046 A=447 
vBlenk Z=1 A=5 
a Hansen z=7 -0,78 = ay 
Stall =O63 =46 
o ” =0,56 =43 2 
+ Miller =1 Azs Meee 
-O4 = Schwenk 2=0,46 A=447 072+ IEF + 
v Blenk z=1 A=5 
4 Fae | 
06 4 Oca/pF 2 
Sel 
| Be : 
15 30 45° 
—— 2=40 ae 
Gee fale Z=40 . 
5 af Jacobs —~e— =6' Jacobs 
e Uy / —_——_— = 02 
———/heorre Belz ei 
eis Gage Lp ——— Jheorie Betz 
ii lal de Weissinger a 74 ‘Weissinger 


—Ofé 


Abb. 16. @cy,/@B dc, und A(@ere/ eB 6¢q) Pf, in Abhangigkeit Abb. 17. @cne/Op dee und 4 (@ene/OB ace) Pf in Abhangigkeit | 
von Pfeilung und Zuspitzung. von Pfeilung und Zuspitzung. 


dert sich bei einem schiebenden Pfeilfliigel der Auftrieb auf beiden Fligelhalften nur um 
cos (B — @) bzw. cos (6 +q), so daB sich die Beziehung ergibt 


(A C1.) pp, = > sing sin B | 


gee) 2 oe es) aay 
By sey 2 OB Cca/ Pf. 2 


oder 
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Beriicksichtigt man weiterhin beim Schieben den Einflu® der Schragstellung des freien Wirbel- 
Bandes, so ergibt sich nach Multhopp! eine zusatzliche Anstellwinkelverteilung Aa = + a; tg 9, 
wobei a; die induzierte Anstellwinkelverteilung bei Geradanblasung bedeutet. Das positive Vor- 
zeichen ist fiir die voreilende, das negative fiir die nacheilende Fligelhalfte zu nehmen. Mit 
dieser Anstellwinkelverteilung miiBte jetzt die Auftriebsverteilung und daraus das Rollmoment 
berechnet werden. Weissinger leitet eine Naherungslésung hei elliptischer Auftriebsverteilung 
ab. In diesem Fall ergibt sich a; und somit auch der Betrag a langs der Spannweite als konstant: 
Og = An Aa= 2 Pte 9. 

Die Auftriebsverteilung fiir eine Anstellwinkelverteilung mit Sprungstelle in Fliigelmitte verhalt 
sich iiber den Halbfliigel ungefiihr wie die gewéhnliche Auftriebsverteilung am Fliigel halber 
Streckung. Mit Hilfe der elliptischen Umrechnungsformeln und mit c,,. = 2a erhalt man bei 
Beriicksichtigung der obigen Beziehung fiir das gerade Wirbelsystem fiir das gesamte Schiehe- 
rollmoment eines Pfeilfliigels die Naherungsformel 


dcr, 1 
A a = Cy (0.5 +74q} sin @ (10) 
oder 
dcr, 1 ; 
baa. — (0.5 ny = “| sin @. (10a) 


Wahrend die Formel von Betz und die erste Naherung von Weissinger unabhangig vom Seiten- 
verhaltnis des Fliigels sind, liefert die letzte Beziehung eine geringe Abhangigkeit vom Seiten- 
verhaltnis. Dies trifft ja auch nach der Messung recht gut zu, wie schon erwaihnt wurde. Der 
Vergleich dieser Naherungsformeln mit der Messung auf Abb. 16 zeigt, daB die verbesserte Formel 
von Weissinger die beste Ubereinstimmung mit der Messung ergibt. Die Formel von Betz liefert 
zu groBe absolute Werte in dem ganzen Pfeilwinkelbereich. 


c) Giermoment. Fiir das Giermoment des geraden Fliigels kénnen wir wieder genauere 
theoretische Formeln nach Weissinger angeben, wahrend fiir den Pfcilfliigel nur Naherungen 
nach Betz und Weissinger vorliegen. 

Es gelten fiir den geraden Trapezfliigel nach Weissinger die Formeln 


[ 1 
341 + 0.15 beau 4(1 +4] | 
cn. = 1 ; | 0,084 ALS 0,10 |Bac, + ene 0 (11) 
| rate 
oder Ze 
aton(i—) abe] 
cy gyi t 015 (> —1 A\L+|/z ; 
Se a 0,084 Fa 0,10 —. (12) 
ap de | 4 ie, A+2 Ca 
Z 
_ Fiir den Vergleich mit der Messung setzen wir wieder x — 1,0 und 1,2. 
Cox. 
Werte Spoe? 
1 Theorie 
Z= 1, Messung pat | ni 
1,0 —0,050 —0,056 | —0,0665 
0.6 —0,033 —0,052 | —0,0605 
0,2 —0,028 —0,053 | —0,058 


Beim Rechteckfliigel ergibt sich jetzt fiir x = 1 eine recht gute Ubereinstimmung mit der Messung. 
Bei starker werdender Zuspitzung nehmen nach der Messung die Absolutwerte ab, nach der 
Theorie bleiben sie jedoch praktisch konstant. Die theoretischen Werte fiir x —1,2 liegen un- 
giinstiger als die fiir x — 1,0. 
i il i ik bei unsymme- 
1 H. Multhopp, Die Anwendung der Tragfligeltheorie auf Fragen der Flugmechanik sy 
trischer (eee Bericht S. 2 der Lilienthal-Gesellschaft fiir Luftfahrtforschung (1939), 5.53. 
29 
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Das Schiebe-Giermoment eines Pfeilfliigels rithrt her von der Anderung des induzierten 
Widerstandes und von der Anderung des Profilwiderstandes der beiden Fligelhalften. Nach 
Betz erhalt man fiir den Pfeileinflu®B die Naherungsformel 


c? sin2f sin 2 : ‘ 
(A eye) pf, = | Sa | Co, Sin B sin 0 
oder fiir den Giermomentenanstieg bei Linearisierung in fp: 
0Cy,\ c? sin 2 
ees pe Ne | ; 13 
A( 3B DB | nA eee ts) 
0° en sin 2p : 
be Te, a , 13 
(S33) aA (13a) 
Die entsprechenden Beziehungen von Weissinger lauten 
OCNe 0,5 1 Lapa? | cf 
Ae = ole 7 "BP 
ee = OptRe 1 Le ae aah te 
OB Occ) pp. cosp A+4\cosp A+ 2 é. 
oder linearisiert nach 
07 en, A—2 7 
A (aa zs) eye 0.58 — aH (A+ | AL (14) 
Wahrend die unter groben Annahmen abgeleitete Formel von Betz nur bis ungefahr ~ = + 30° - 


einigermafgen mit der Messung iitbereinstimmt, liefert die Formel von Weissinger eine recht gute 
Ubereinstimmung in dem ganzen Pfeilwinkelbereich (Abb. 17). 


6. Zusammenfassung. 

Es wird titber Drei- und Sechskomponentenmessungen an Pfeilfliigeln berichtet. Die Syste- 
matik umfaft die Klasse der trapezformigen Fliigel mit den Zuspitzungen Z = 1,/l; = 1,0; 0,6; 
0,2 und den Pfeilungen m = — 30°, 0°, +15°, 30° und 45°. Es ergeben sich iibersichtliche Ab- 
haingigkeiten des Schiebe-Rollmomentes und des Schiebe-Giermomentes von der Pfeilung und 
der Zuspitzung des Fliigels. Vergleiche dieser Werte mit theoretischen Naherungen zeigen gute 
Ubereinstimmung. 
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